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Параллельные регуляризированные RLS-алгоритмы

многоканальной адаптивной фильтрации

В.И. Джиган

даптивные фильтры являются

неотъемлемой частью многих

современных радиоэлектронных ус-

тройств и систем. Такие фильтры, в

зависимости от решаемой задачи и

типа обрабатываемых сигналов, мо-

гут быть одноканальными или много-

канальными, с действительными или

комплексными весовыми коэффициентами. Так, напри-

мер, эхоподавитель модема проводного канала связи [1]

может рассматриваться как два независимых адаптив-

ных фильтра для подавления сигналов ближнего и даль-

него эха или как один двухканальный адаптивный

фильтр. В зависимости от типа модуляции, используе-

мой в модеме, такой фильтр может иметь действитель-

ные или комплексные весовые коэффициенты. Подави-

тель акустического эха – это одноканальный адаптивный

фильтр [2], а подавитель стереоэха – это два двухканаль-

ных адаптивных фильтра с одинаковым числом действи-

тельных коэффициентов в каналах [3]. Одноканальный

выравниватель каналов связи (decision feedback equaliz-

er) можно рассматривать как двухканальный адаптивный

фильтр с неодинаковым числом весовых коэффициентов

в каналах [4]. Нелинейные (полиномиальные) адаптив-

ные фильтры [5] и адаптивные фильтры с бесконечной

импульсной характеристикой [6] могут также рассматри-

ваться как многоканальные с неодинаковым числом ве-

совых коэффициентов в каналах. И наконец, узкополос-

ные адаптивные антенные решетки – это многоканаль-

ные адаптивные фильтры с одним комплексным весовым

коэффициентом в каждом канале, а широкополосные ги-

дроакустические решетки – многоканальные адаптив-

ные фильтры с одинаковым числом действительных ве-

совых коэффициентов в каналах [7]. 

Долгие годы на практике применялись лишь про-

стейшие адаптивные фильтры на основе критерия наи-

меньшей среднеквадратической ошибки (least-mean-

square, LMS) [8]. Алгоритм работы таких фильтров име-

ет наименьшую вычислительную сложность среди дру-

гих адаптивных алгоритмов. Однако LMS-алгоритм

адаптивной фильтрации обладает рядом недостатков,

среди которых: медленная сходимость, неоднознач-

ность в выборе шага сходимости и др. В то же время,

адаптивные алгоритмы на основе критерия наимень-

ших квадратов (least squares, LS) [8] имеют самую вы-

сокую скорость сходимости, у них нет такого параме-

тра, как шаг сходимости, но для реализации этих алго-

ритмов требуются значительно большие вычислитель-

ные ресурсы по сравнению LMS-алгоритмом.

Благодаря достижениям в области современных бы-

стродействующих микропроцессорных устройств [9],

вычислительная сложность уже не является непреодо-

лимым препятствием на пути реализации адаптивных

алгоритмов на основе LS-критерия. Поскольку многие

приложения адаптивных фильтров являются многока-

нальными, то разработка эффективных многоканаль-

ных алгоритмов адаптивной фильтрации на основе LS-

критерия является актуальной задачей. Благодаря

структуре корреляционной матрицы многоканального

адаптивного фильтра, присутствующей в явном или в

неявном виде в алгоритмах на основе LS-критерия и

учитывающей взаимосвязь между каналами, многока-

нальные адаптивные LS-алгоритмы являются более эф-

фективными по сравнению с LMS-алгоритмом, в кото-

ром такая взаимосвязь исключена с целью уменьшения

вычислительной сложности. 

Рассматриваются многоканальный RLS- и быстрый RLS-алгоритмы адаптив-

ной фильтрации. С целью улучшения работоспособности в алгоритмах использо-

вана динамическая регуляризация обращения корреляционной матрицы входных

сигналов адаптивного фильтра. Представленные алгоритмы получены на основе

использования леммы об инверсии матрицы, обеспечивающей одновременные

(параллельные) вычисления для данных, обусловленных входными сигналами

адаптивного фильтра и регуляризацией.

А
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В настоящей работе представлены два алгоритма

адаптивной фильтрации: многоканальный RLS- (re-

cursive LS, RLS) и быстрый (вычислительно эффек-

тивный) RLS-алгоритмы с неодинаковым числом ком-

плексных весовых коэффициентов в каналах. Воз-

можность использования неодинакового числа весо-

вых коэффициентов в каналах адаптивного фильтра

позволяет уменьшить вычислительную сложность ал-

горитма в случае, если в соответствии с природой

решаемой задачи одинаковое число весовых коэф-

фициентов в каналах не требуется. Для обеспечения

устойчивости при обработке нестационарных сигна-

лов в представленных алгоритмах использован метод

динамической регуляризации обращения корреля-

ционной матрицы [10]. Эффективность применения

данного метода в многоканальных RLS-алгоритмах

была продемонстрирована в [11]. 

В отличие от алгоритма [11], для получения кото-

рого дважды последовательно применяется лемма

об инверсии матрицы [8], в новом алгоритме исполь-

зуется лемма об инверсии матрицы [12]. Это позво-

ляет получить регуляризированные RLS- и быстрый

RLS-алгоритмы, обладающие свойством паралле-

лизма. В таких алгоритмах вычисления, обусловлен-

ные входными сигналами адаптивного фильтра, и вы-

числения, обусловленные регуляризацией, не зави-

сят друг от друга, а значит, могут выполняться парал-

лельно. Подобные (двойные) вычисления имеют ме-

сто при оценке корреляционной матрицы входных

сигналов адаптивного фильтра на скользящем окне.

Приемы [12] были использованы также в работе [13]

для получения многоканальных адаптивных фильтров

со скользящим окном, с неодинаковым числом ком-

плексных весовых коэффициентов в каналах и с ли-

нейными ограничениями. В настоящей работе рас-

сматриваются алгоритмы адаптивной фильтрации, в

которых оценка корреляционной матрицы осущест-

вляется на бесконечном (растущем) окне. 

Обобщенная структура многоканального адаптив-

ного фильтра с неодинаковым числом весовых коэф-

фициентов в каналах представлена на рис. 1. Целью

многоканальной адаптивной фильтрации по LS-кри-

терию является минимизация на интервале наблюде-

ния энергии сигнала ошибки между сигналом основ-

ного входа d(k) и выходным сигналом адаптивного

фильтра, т.е. минимизация функционала:

EN (k) =�
k

i=1

λ
k-i

[d(i) – h
H

N (k)χN (i)]
2
. (1)

В уравнении (1),

h
H

N (k) = [h
H

N1
(k), h

H

N2
(k),...,h

H

Nm
(k), ...,h

H

NM-1
(k),h

H

NM
(k)] –

вектор весовых коэффициентов 

M-канального адаптивного фильтра,

h
H

Nm
(k) = [h

*

m(k), h
*

m (k–1),...,h
*

m(k–Nm+2), h
*

m (k–Nm+1)] –

вектор весовых коэффициентов в m-м канале,

χN(k)=[x
T

N1
(k),x

T

N2
(k),....,x

T

Nm
(k),...,x

T

NM-1
(k),x

T

NM
(k)]

T
–

вектор сигналов M-канального адаптивного фильтра,

xNm
(k) = [xm(k), xm(k–1),...,xm(k–Nm+2),xm (k–Nm+1)]

T
–

вектор сигналов в m-м канале адаптивного фильтра,

Nm – число весовых коэффициентов в m-м канале

адаптивного фильтра, 

N =�
M

m=1

Nm – общее число весовых коэффициентов 

адаптивного фильтра, T и H – знаки транспонирования

и эрмитового сопряжения вектора или матрицы,

* – знак комплексного сопряжения,

max{1–0.4/Nm}�λ�1 – параметр, опре-

деляющий эффективную память алго-

ритма, k – номер итерации алгоритма.

В работе векторы обозначены жирны-

ми строчными, а матрицы – жирными

заглавными буквами. Нижние индексы

Nm или N в обозначении векторов ука-

зывают на число элементов в этих век-

торах. 

Из условия минимума функ-

ционала (1) следует решение

задачи многоканальной оптималь-

ной винеровской фильтрации (век-

тор весовых коэффициентов адап-

тивного фильтра):

hN (k) = R
-1

N (k)rN (k). (2)
Рис. 1. Многоканальный адаптивный фильтр
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В уравнении (2)

RN (k) =�
k

i=1

λ
k-i

χN (i) χ
H

N (i) = λRN (k–1)++χN (k)χ
H

N (k) – 

корреляционная матрица сигналов многоканального

адаптивного фильтра,

rN (k) = �
k

i=1

λ
k-i

χN (i)d*(i) = λrN (k–1)+χN (k)d*(k) – 

вектор взаимной корреляции χN (k) и d(k). Нижний ин-

декс N в обозначении матриц означает, что рассматри-

вается квадратная матрица с числом элементов NxN.

Корреляционная матрица адаптивного фильтра в

ряде случаев, в частности при обработке нестацио-

нарных сигналов, может быть плохо обусловленной.

В работе [10] для одноканальных адаптивных филь-

тров с действительными весовыми коэффициента-

ми был предложен метод динамической регуляри-

зации инвертирования этой матрицы. Этот метод

может быть использован и в многоканальных фильт-

рах. В случае многоканальных адаптивных фильтров

с комплексными весовыми коэффициентами регу-

ляризация корреляционной матрицы осуществляет-

ся как

RN (k) =�
k

i=1

λ
k-i

[χN (i) χ
H

N (i) + ξ
2
ρN (i) ρ

Т

N (i)] =

= λRN (k–1)+χN (k) χ
H

N (k)+ξ
2
ρN (k) ρ

T

N (k), (3)

где ξ – небольшое число (параметр динамической

регуляризации),

pN (k) =[p
T

N1
(k),p

T

N2
(k),...,p

T

Nm
(k),...,p

T

NM-1
(k),p

T

NM
(k)]

T
,

pNm
(k) =[pm (k),pm (k–1),...,pm (k–Nm+2),pm (k–Nm+1)]

T
,

0, если 1+nmodNm 
� 1

p
m

(k) = { .
1, если 1+nmodNm 

= 1

Значение параметра динамической регуляризации

корреляционной матрицы ξ
2

и значение параметра

начальной регуляризации этой матрицы δ
2

выбира-

Таблица 1. Параллельный регуляризированный RLS-алгоритм адаптивной фильтрации
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ются из условия ξ
2
, δ

2
�0.01σ

2

x
, где σ

2

x 
– дисперсия

входных сигналов адаптивного фильтра. 

Для получения параллельного регуляризирован-

ного RLS-алгоритма многоканальной адаптивной

фильтрации, при инвертировании корреляционной

матрицы (3), применяется лемма об инверсии ма-

трицы [12]. Такой алгоритм представлен в табл. 1.

Быстрый параллельный регуляризированный много-

канальный RLS-алгоритм получается из алгоритма,

представленного в табл. 1, в результате использования

приемов [10, 12-14]. Такой алгоритм приведен в табл. 2.

В табл. 2 векторы входных сигналов вспомогатель-

ного фильтра χ
(m)

N определяются как

χ
(0)

N (k) = χN (k),..., 

10

Таблица 2. Быстрый параллельный регуляризированный RLS-алгоритм адаптивной фильтрации
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Вычисления Ссылки

χ
(1)

N (k) = [x
T

N1
(k–1),x

T

N2
(k),...,x

T

Nm
(k),...,x

T

NM
(k)]

T
,...,

χ
(m)

N (k) = [x
T

N1
(k–1),x

T

N2
(k–1),...,x

T

Nm
(k–1),x

T

Nm+1
(k),...,x

T

NM
(k)]

T
,

..., χ
(M)

N (k) = [x
T

N1
(k–1),x

T

N2
(k–1),...,x

T

Nm
(k–1),...,x

T

NM
(k–1)]

T
.

Векторы ρ
(m)

N (k) формируются аналогичным образом.

Матрицы T
(m)T

N+1 и S
(m)

N+1 в уравнениях (2.3)–(2.6) являют-

ся перестановочными [14]. Умножение на эти матри-

цы не влечет за собой выполнения арифметических

операций. Используя конкретные значения Nm, можно

заранее вычислить произведения матриц S
(m)

N+1 T
(m)T

N+1 и

определить правила перестановки элементов инте-

ресуемых векторов с помощью набора из M-адре-

сных векторов. При использовании этого приема век-

торы коэффициентов Калмана g
(0)

N,ρ (k) и g
(0)

N,χ (k) много-

канального адаптивного фильтра с числом каналов,

равным M, и суммарным числом весовых коэффици-

ентов во всех каналах, равным N, определяются с по-

мощью последовательности вычислений для вспомо-

гательного M-канального фильтра с одинаковым чи-

слом весовых коэффициентов в каналах, равным N. С

помощью векторов Калмана осуществляется вычи-

сление весовых коэффициентов адаптивного филь-

тра, см. уравнения (1.13) и (2.29). 

Оценка вычислительной сложности алгоритма табл.

1 равна 4N
2
+8N+M

2
+3M операций умножения,

3N
2
+6N+M

2
+3M операций сложения и одной операции

деления, выполняемых за одну итерацию. При опреде-

лении вычислительной сложности учитывались только

операции сложения и умножения, число которых зави-

сит от N и M. Вычислительная сложность алгоритма

табл. 2 равна M(14N+3M+1)+3N операциям умножения,

M(12N+3M+1)+3N операциям сложения и двум опера-

циям деления, выполняемым за одну итерацию. Эти

операции являются комплексными в фильтрах с ком-

плексными весовыми коэффициентами и действитель-

02_2004_ukor_peredelka.qxd  11/15/2004  15:30  Page 11



ными в фильтрах с действительными весовыми коэф-

фициентами. Из табл. 1 и 2 следует, что вычисления,

обусловленные сигналами χN (k) и ρN (k), не зависят

друг от друга (в отличие от аналогичных вычислений

алгоритма [11]). Это значит, что такие вычисления мож-

но выполнять параллельно. 

Эффективность разработанного алгоритма иллю-

стрирует приводимый ниже пример (см. рис. 2). В этом

примере рассматривается подавление двух сигналов

акустического эха (M=2) с помощью разработанного

быстрого многоканального RLS-алгоритма и с помо-

щью простейшего многоканального нормализованного

LMS (NLMS) алгоритма (с вычислительной сложностью

2N арифметических операций)

µ
hN,χ (k) = hN,χ (k–1)+ x

χN (k)
H

χN (k)+δ
2

x χN (k)[d
*
(k)–χ

H

N (k)hN,χ (k–1)], (4)

где 0<µ�2 – шаг сходимости. Эхосигналы моделирова-

лись как свертка речевых сигналов с акустическими им-

пульсными откликами длины N
a

m=2048, m=1,2. Число ве-

совых коэффициентов в многоканальных фильтрах бы-

ло одинаковым для обоих алгоритмов и равнялось

Nm=1024, m=1,2. Ситуация, когда Nm<N
a

m, всегда имеет

место на практике, поскольку акустические импульсные

отклики помещений являются бесконечными, а компен-

сация эхосигналов осуществляется с помощью адап-

тивных фильтров с конечным числом весовых коэффи-

циентов из-за ограничений, обусловленных сложно-

стью реализации. Число коэффициентов адаптивного

фильтра выбирается исходя из требуемого значения

достижимого подавления эха. В рассматриваемых при-

мерах акустические импульсные отклики моделирова-

лись с помощью метода зеркальных отображений [15].

К сигналу d(k) добавлялся микрофонный (белый) шум

z(k) с уровнем примерно–30 дБ по отношению к средне-

му уровню эхосигнала. 

Одним из показателей качества функционирования

алгоритмов адаптивной фильтрации в задачах подавле-

ния эха является отношение энергии эхосигналов к

энергии сигналов подавленного эха, измеряемых на

каждой итерации алгоритма в пределах некоторого

скользящего окна. В случае речевых сигналов длина

этого окна обычно выбирается примерно равной 30 мс,

что соответствует интервалу времени, на котором речь

принято считать стационарной. Данный показатель ка-

чества носит название ERLE (echo return loss enhance-

ment). На рис. 3 показано изменение ERLE(k) в процессе

работы рассмотренного быстрого многоканального

RLS-алгоритма при ξ
2
=δ

2
=0.01 и многоканального NLMS-

алгоритма (4) при µ=0.1 и δ
2 

=0.01, а на рис. 4 – при µ=1.

В нижней части этих рисунков также условно показаны

входные сигналы адаптивного фильтра x1 (k) и x2(k). Как

и в случае одноканальных алгоритмов, качество функци-

онирования (скорость сходимости, ERLE) многоканаль-

ного NLMS-алгоритма зависит от шага сходимости. 

Однако эти показатели для данного алгоритма при

любом значении µ всегда ниже, чем те, которые могут

быть достигнуты с помощью многоканального RLS-ал-

горитма в одинаковых условиях функционирования.

Аналогичное соотношение межу показателями каче-

ства многоканальных NLMS- и RLS-алгоритмов наблю-

дается и в других приложениях адаптивных фильтров:

подавление шума, выравнивание каналов связи и др.

Эффективность использования динамической регу-

ляризации корреляционной матрицы адаптивного

фильтра с линейными ограничениями была также про-

демонстрирована в [13, 16] для RLS-алгоритмов со

скользящим окном при фильтрации нестационарных

сигналов. 

Таким образом, в настоящей работе представлены

регуляризированные RLS- и быстрый RLS-алгоритмы

адаптивной фильтрации, полученные на основе ис-

пользования приемов [12], обеспечивающих возмож-

ность реализации алгоритмов с помощью параллель-

ных вычислений. Данные алгоритмы являются состав-

ной частью прикладной библиотеки [17, 18]. Они могут

найти широкое применение при решении различных

задач многоканальной адаптивной фильтрации. Соот-

ветствующие одноканальные алгоритмы, алгоритмы

без регуляризации или алгоритмы с действительными

весовыми коэффициентами являются частными случа-

ями алгоритмов, представленных в табл. 1 и табл. 2. 

12

Рис. 2. Двухканальный адаптивный фильтр в режиме

подавления эхосигналов
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Рис. 3.

ERLE: 1 – быстрый многоканальный RLS-алгоритм;

2 – многоканальный NLMS-алгоритм (µ = 0.1);

3 и 4 – сигналы, излучаемые громкоговорителями

Рис. 4.

ERLE: 1 – быстрый многоканальный RLS-алгоритм;

2 – многоканальный NLMS-алгоритм (µ = 1);

3 и 4 – сигналы, излучаемые громкоговорителями 
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