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Параунитарные банки фильтров (ПУБФ) могут рассматриваться как наиболее зна-
чимое преобразование среди многоскоростных систем цифровой обработки сигналов 
[1]. Это обусловлено тем фактом, что подобные банки являются преобразованиями без 
потерь в дополнение к гарантированной перфективной реконструкции сигнала. Точное 
соотношение между энергиями во всем частотном диапазоне и в субполасах сильно 
упрощает теоретические выкладки и делает ПУБФ полезными в применении к компрес-
сии (кодированию) изображений. Серьезной практической проблемой, связанной с реали-
зацией ПУБФ на арифметике с фиксированной запятой, является потеря свойства 
перфективной реконструкции сигнала банком фильтров. Это обусловлено чувстви-
тельностью структуры ПУБФ к квантованию коэффициентов. В данной работе пред-
ставлен новый подход к синтезу и конструированию решетчатых структур 4-х и 8-ми 
канальных ПУБФ на основе алгебры кватернионов. В отличие от известных решений, 
предложенные структуры являются структурами без потерь даже при выполнении 
вычислений с конечной точностью. Финансовая поддержка работы осуществлялась 
Министерством науки и высшей школы Республики Польша (грант № 519 030 32/3775). 
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1. Введение в банки 
фильтров 

1.1.Определения 

Банк фильтров – цифровая 
система, состоящая из секций 
анализа и синтеза, 
называемых банком фильтров 
анализа и банком фильтров 
синтеза (рис. 1.1). Входной 
сигнал х(n), представленный 
последовательностью 
отсчетов, разбивается при 
помощи фильтров блока 
анализа Hk(z)  (k = 0,1,…,M-1) 
на М субполосных 
составляющих, которые в идеальном случае в час-
тотной области не перекрываются. Операции, выпол-
няемые блоком синтеза, являются обратными опера-
циями блока анализа. Подобрав соответствующим 
образом набор фильтров блока синтеза Fk(z) (k = 
0,1,…,M-1), можно восстановить исходный сигнал у(n) 
из его субполосных компонент. 

 

 

Рис. 1.1. Банк фильтров: система анализа/синтеза 
сигнала 

Банк фильтров относится к классу многоскоростных 
систем цифровой обработки сигналов [2-4], в которых 
частота дискретизации различна в разных точках систе-
мы. Значение коэффициента темпа поступления отсче-
тов в канале (коэффициента децимации kS ) задается 
утверждением о дискретизации сигнала в зависимости 
от ширины частотной полосы канала 

kB  и его положе-
ния в банке фильтров. Оригинальная частота дискрети-
зации 

Sf  сигнала в к-ом канале теоретически может 
быть уменьшена в kSk BfS ≤  раз. Равенство, в дан-
ном случае, означает, что канал является максимально 
децимированным: 1
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=∑ . Таким образом, в час-

тотно-временном представлении сигнала исключена 
избыточность, т.е. сумма отсчетов во всех каналах со-
ответствует количеству отсчетов в исходном сигнале. 
Банк фильтров считается передецимированным, если 
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>∑ , т.е. достаточно, чтобы хотя бы в одном ка-

нале коэффициент децимации не был равен числу ка-
налов. Более сложные случаи позиционирования субпо-
лос каналов в банках фильтров рассмотрены в [5-7]. 

Соотношение между z- преобразованием сигналов 
на входе и выходе М–канального банка фильтров, изо-
браженного на рис. 1.1, является следующим [2]: 
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где k

k

Sj
S eW /2π−= . Анализ данного выражения пока-

зывает, что в банке возможны искажения входного 
сигнала: амплитудные, фазовые и отражения частот-
ных характеристик (элайзинг), обусловленные нали-
чием дециматоров и интерполяторов. Величина дан-
ных искажений зависит как от частотных характери-
стик канальных фильтров, так и выбора коэффициен-
тов децимации kS .  Анализ искажений, возникающих 
в структуре банка фильтров, проще анализировать в 
максимально децимированном банке фильтров, для 
которого соотношение (1.1) значительно упрощается: 
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где Tk(z) – передаточная функция k-го канала: 
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Выходной сигнал y(n) системы анализа-синтеза бан-
ка фильтров будет свободен от элайзинговой состав-
ляющей ( ), 0k

MX zW k>  в случае, если 

( ) 0, для 1kT z k M= ≤ < . (1.4) 
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В банке фильтров, для которого справедливо усло-
вие (1.4), остаются только амплитудные и фазовые ис-
кажения, которые определяются согласно следующему 
выражению: 
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Очевидно, что для получения перфективной рекон-
струкции входного сигнала x(n) банком фильтров, пере-
даточная функция искажений )(0 zT должна принять 
форму  

0( ) , 0,T z cz c−∆= ≠ ∆ ∈ℕ  (1.6) 

простого звена задержки с некоторым масштабировани-
ем амплитуды. 

Полное восстановление или перфективная рекон-
струкция – свойство банка цифровых фильтров, заклю-
чающееся в том, что сигнал, прошедший через схему 
анализа-синтеза, идентичен входному с точностью до 
задержки. Для этого фильтры синтеза должны подав-
лять наложение частотных характеристик (элайзинг) и 
устранять амплитудные и фазовые искажения [1,2]. 

Параунитарный (ортогональный) банк фильтров 
(ПУБФ) – банк фильтров, у которого передаточные 
функции анализирующих и синтезирующих фильтров и 
их соответственно смещенные версии ортогональны 
друг другу. Фильтры синтеза в параунитарных банках 
являются транспонированными версиями фильтров 
анализа [1]: 

1( ) ( )T
k kF z H z−= . (1.7) 

При соблюдении этого условия обеспечивается воз-
можность перфективной реконструкции банком фильт-
ров входного сигнала х(n). 

1.2. Полифазное представление 

Пусть передаточные функции секций анализа и син-
теза банка фильтров представлены в виде соответст-
вующих векторов: 
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T
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[ ]0 1 1( ) ( ) ( ) ( )
T

Mz F z F z F z−=F ⋯ , (1.8) 

тогда можно выбрать такие полифазные матрицы ана-
лиза 
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что векторы передаточных функций секций анализа и 
синтеза можно представить следующим образом [2]: 

1 ( 1)( ) ( ) 1
TM Mz z z z− − − =  H E ⋯ , 

( 1) ( 2)( ) 1 ( )M M Mz z z z− − − − =  F D⋯ . (1.9) 

Для получения перфективной реконструкции на ком-
поненты полифазных матриц накладывается дополни-
тельное ограничение: 

( ) ( )z z cz−∆=D E I , 0, 0c ≠ ∆ ≥ , (1.10) 

где с – ненулевая константа; ∆ – задержка, выраженная 
целым числом интервалов дискретизации, вносимая 
секциями анализа-синтеза; I – единичная матрица. 

1.3. Решетчатые структуры параунитарных банков 
фильтров 

М-канальный параунитарный банк фильтров анализа 
в общем виде может быть описан следующей фактори-
зацией полифазной передаточной матрицы [8]: 

1 1 0( ) ( ) ( ) ( )N Nz z z z−=E R R R E…Λ Λ ΛΛ Λ ΛΛ Λ ΛΛ Λ Λ , (1.11) 

которая содержит 1
1( ) diag( , )Mz z−

−= IΛΛΛΛ  - матрицу за-
держек, ортогональные матрицы: общую E0 с M(M-1)/2 
степенями свободы и Ri, i = 1…N-1 -, ограниченные до М-
1 степени свободы. Оба типа матриц параметризованы 
планарными оборотами Гивенса, в которых каждый из 
них соответствует одной степени свободы. 

Банк фильтров анализа, определяемый выражением 
(1.11), может быть представлен следующей решетчатой 
структурой (рис. 1.2). 

 

Рис. 1.2. Решетчатая структура банка фильтров 
анализа 

На практике широкое распространение получили 
банки фильтров с линейными фазочастотными ха-
рактеристиками (ФЧХ). Для ПУБФ анализа с линейной 
ФЧХ и четного числа канолов М хорошо известна фак-
торизация передаточной полифазной матрицы ( )zE : 

1 2 1 0( ) ( ) ( ) ( )N Nz z z z− −=E G G G E… , (1.12) 

где 
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1
/2 /2( ) diag( , )M Mz z−= I IΛΛΛΛ , (1.16) 

diag(i i i,= U V )ΦΦΦΦ . (1.17) 

Ui и Vi - произвольные ортогональные матрицы размера 
M/2 x M/2. Кроме того, для упрощения вышеобозначен-
ной факторизации для i>0  матрица Ui может быть пред-
ставлена единичной матрицей [9], тогда 

diag( ,     0i i, i >= I V )ΦΦΦΦ . (1.30) 



 

 24 

Решетчатая структура 4-канального банка фильтров 
анализа с линейной ФЧХ изображена на рис. 1.3 для N = 2. 

 

Рис. 1.3. Решетчатая структура 4-канального банка 
фильтров анализа с линейной ФЧХ 

Среди ПУБФ с линейной ФЧХ выделяются банки 
фильтров, у которых наблюдается попарная зеркальная 
симметрия частотных характкристик фильтров относи-
тельно / 2π  [10]. Для этого передаточные функции или им-
пульсные характеристики анализирующих фильтров  долж-
ны удовлетворять соответственно следующим условиям: 

1 1( ) ( ) или ( ) ( 1) ( )n
M k k M k kH z H z h n h n− − − −= ± − = ± − , 

где 0,..., -1,   0,..., 1,k N n L= = −  L – длина импульсной 
характеристики фильтра. Для четного числа каналов М  
ПУБФ с попарной зеркальной симметрией частотных 
характкристик фильтров может быть легко получен, ес-
ли незначительно модифицировать факторизацию ре-
шетчатой структыры ПУБФ с линейной ФЧХ. Дестви-
тельно, достаточно ассоциировать Ui с Vi в (1.17) и 
представить матрицу Ui: следующим образом [10]: 

1 /2 1

,  0,..., 2,

,
i i

N M N

i N

− −

= = −U ГVГ

U = J V Г
 (1.20) 

где 
/2MJ  – обратная единичная матрица; Г – диагональ-

ная матрица, элементы которой определяются как  
1( 1) ,  1,..., / 2.m

mm m Mγ −= − =  

1.4. Регулярность и эффекты квантования 
коэффициентов 

Для М-канального банка фильтров регулярность К-го 
порядка может быть определена как число нулей на 
частотах элайзинга 2 / ,  1,..., 1k M k Mπ = −  фильтра нижних 
частот 

0( )H z . Чтобы получить К-ый порядок регулярно-
сти, полифазная матрица ( )zE  должна удовлетворять 
условию [11]:  

{ }1 ( 1)

1

( ) 1  ... 
n

TM M
nn

z

d
z z z c

dz
− − −

=
  = E e ,  

где  [ ]0 для 0,..., 1,  1 0 0 0
T

nc n K≠ = − =e . Например, в 8-
ми канальном банке фильтров (М=8) с регулярностью 1-го 
порядка (К=1) значения амплитудно-частотных характери-
стик всех канальных фильтров ( ),  1,..., 1kH z k M= −  равны 
нулю на нулевой частоте. Таким образом, постоянная со-
ставляющая на выходе банка фильтров локализуется 
фильтром нижних частот 

0( )H z  и не «просачивается» в 
другие канальные фильтры, т.е. не проявляется так назы-
ваемый эффект «DC leakage». В итоге, в обработанном 
изображении таким банком фильтров отсутствуют арте-
факты «шахматной доски» (checkerboard artifact). 

К сожалению, описанные выше факторизации теряют 
свойство параунитарности, когда матрицы Ui и Vi представ-

ляются с ограниченной точностью [12]. Перфективная ре-
конструкция не обеспечивается банком фильтров даже ре-
шетчатыми структурами с фиксированной запятой. Это обу-
словлено тем, что квантование компонент ортогональных 
матриц в общем случае приведет к изменению норм столб-
цов. Например, квантованная матрица оборотов Гивенса 

1 0 0 0

0 (cos ) (sin ) 0

0 (sin ) (cos ) 0

0 0 0 1

Q Q

Q Q

α α
α α

 
 − 
 
 
 

 

не ортогональна, так имеет две различные нормы 
столбцов: 1 и 2 2(cos ) (sin ) 1Q Qα α+ ≠ , здесь Q - опера-
тор квантования. 

2. Кватернионы и ортогональные матрицы 

2.1. Кватернионы 

Кватернион – это гиперкомплексное число размерно-
сти 4 [13,14] 

1 2 3 4 1 2 3 4,   , , ,   Q q q i q j q k q q q q= + + + ∈ ℝ  (2.1) 

с одной реальной и тремя мнимыми частями. Мнимые 
единицы i, j, k соотносятся между собой согласно сле-
дующим уравнениям: 

2 2 2 1i j k ijk= = = = − ; ij ji k= − = ; jk kj i= − = ;  

ki ik j= − = . (2.2) 
Особенность умножения кватернионов в том, что оно 

не подчиняется переместительному закону умножения 
( PQ QP≠ ,где P, Q – произвольные кватернионы), 
но подчиняется сочетательному. Сложение кватернио-
нов осуществляется аналогично сложению комплексных 
чисел. Сопряженным для кватерниона вида (2.1) будет 
кватернион: 

1 2 3 4Q q q i q j q k= − − − . (2.3) 

Модуль кватерниона определяется аналогично мо-
дулю комплексного числа: 

2 2 2 2
1 2 3 4Q q q q q= + + + . (2.4) 

Основные свойства модуля кватерниона также сов-
падают с подобными свойствами модуля комплексного 
числа, в частности: 

2
Q Q Q⋅ = ; 2 2 2

1 2 1 2Q Q Q Q⋅ = ⋅ . (2.5) 

Деление кватернионов определяется как умножение на 
обратную величину 21Q Q Q− = . При этом удовлетворя-
ется тождество 1 1 1QQ Q Q− −= = . Полярная форма кватер-
ниона определяется следующим образом [13]: 

1

2

3

4

cos

sin cos

sin sin cos

sin sin sin

q Q

q Q

q Q

q Q

ϕ
ϕ ψ
ϕ ψ χ
ϕ ψ χ

 = ⋅


= ⋅ ⋅


= ⋅ ⋅ ⋅
 = ⋅ ⋅ ⋅

, (2.6) 

где ,  ,  ϕ ψ χ  – произвольные значения углов 
(0 ,  0 ,  0 2ϕ π ψ π χ π≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ). Полярное представ-
ление кватернионов сокращает число степеней свободы 
до трех и позволяет легко параметризировать кватернио-
ны с фиксированными модулями, в частности, с единич-
ными кватернионами, модуль которых равен 1. 
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2.2. Матрицы умножения 

Операции сложения и умножения кватернионов также 
могут быть реализованы с использованием векторно-
матричной арифметики. Для этого кватернионы представ-
ляются в виде четырехмерных векторов: [ ]1 2 3 4

T
P p p p p= ,  

[ ]1 2 3 4

T
Q q q q q= . В этом случае сложение кватернионов 
будет производиться по правилу сложения векторов, а ум-
ножение кватернионов в векторной форме производится по 
правилу умножения вектора на матрицу: 

1 1 2 3 4 1

2 2 1 4 3 2

3 4 1 2 33

4 3 2 1 44

1 1 2 2 3 3 4 4
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p q p q p q p q

p q p q p q p q

p q p q p q p q

p q p q p q p q

− − −     
     −     = = = × =
     −
     −    

− − − 
 + − + = =
 + + −
 

− + + 

 

1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4 1

2 1 1 2 4 3 3 4 2 1 4 3 2

3 4 1 2 33 1 4 2 1 3 2 4

4 3 2 1 44 1 3 2 2 3 1 4

q p q p q p q p q q q q p

q p q p q p q p q q q q p

q q q q pq p q p q p q p

q q q q pq p q p q p q p

− − − − − −     
     + + − −     = = ×
     −− + +
     −+ − +    

 (2.7) 

Данные выражения можно представить в более про-
стом виде: 

( ) ( )R P Q P Q Q P+ −= ⋅ = ⋅ = ⋅M M , (2.8) 

где матрица ( )P+M – левый операнд умножения ква-
терниона P, а матрица ( )Q−M представляет собой пра-
вый операнд умножения кватерниона Q: 

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

( )

p p p p

p p p p
P

p p p p

p p p p

+

− − − 
 − =
 −
 − 

M

;  

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

( )

q q q q

q q q q
Q

q q q q

q q q q

−

− − − 
 − =
 −
 − 

M

 (2.9) 

Для изображения операндов умножения кватернио-
нов на структурных схемах могут быть использованы 
следующие графические обозначения: 

 

 

Рис. 2.1. Графические изображения операндов умноже-
ния кватернионов 

Обе матрицы операндов умножения являются орто-
гональными, то есть справедливо условие: 

1( ) ( )TQ Q± − ±=M M  (2.10) 

и имеют детерминант равный +1, что позволяет отнести 
их к группе специальных матриц размерностью 4x4, на-

зываемых SO(4) [17]. Для рассматриваемых матриц опе-
раторов умножения верны следующие равенства: 

1 2 0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( )N N N NQ Q Q Q Q Q+ + + +
− − − −=M M M M… … ,(2.11а) 

1 2 0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( )N N N NQ Q Q Q Q Q− − − −
− − − −=M M M M… … .(2.11б) 

Существует другое интересное и полезное соотно-
шение: 

( ) ( )TQ Q± ±=M M . (2.12) 

Соотношения между матрицами умножения кватер-
нионов и произвольными 4 х 4 и 8 х 8 ортогональными 
матрицами является интригующим с тоски зрения пер-
спектив синтеза ПУБФ. 

2.3. Параметризация ортогональных матриц 

Для обоснования применения умножителей кватер-
нионов в качестве составляющих блоков ПУБФ было 
выдвинуто и доказано несколько теорем, основными из 
которых являются следующие: 

1) для каждой ортогональной матрицы A размерно-
стью 4x4 существует уникальная (с точностью до знака) 
пара единичных кватернионов P и Q, таких что [16]: 

( ) ( ) ( ) ( )P Q Q P+ − − += ⋅ = ⋅A M M M M , (2.13) 

2) когда блочно-диагональная матрица diag(U,V)  
размерностью 8x8 образована из двух произвольных 
ортогональных матриц U и V размерностью 4x4, то су-
ществуют четыре единичных кватерниона P, Q, R, S , для 
которых справедливо соотношение [17,18]: 

( ) ( )diag( diag ( ), ( ) diag ( ), ( )S S R R− − − −= ⋅ ⋅U, V) M M M M  

( ) ( )diag ( ), ( ) diag ( ), ( )Q Q P P+ + + +⋅ ⋅M M M M . (2.14) 

В случае, когда оба блока диагональной матрицы 
равны (U = V), выражение (2.14) примет следующий вид: 

( ) ( )diag( diag ( ), ( ) diag ( ), ( )Q Q P P− − + += ⋅V,V) M M M M (2.15) 

Если же блок U диагональной матрицы diag(U,V)  
является единичной матрицей, то выражение (2.14) 
преобразуется к виду: 

( ) ( )4diag( diag ( ), ( ) diag ( ), ( )Q Q Q Q− − − −= ⋅ ⋅I , V) M M M M  

( ) ( )diag ( ), ( ) diag ( ), ( )P P P P+ + + +⋅ ⋅M M M M . (2.16) 

2.4. Умножитель кватернионов как составной блок 
ПУБФ 

Факторизация (2.13) всегда соответствуют ортогональ-
ному преобразованию сигналов, даже если ее компоненты 
квантованы. Это происходит потому, что столбцы каждой 
матрицы умножения кватернионов составлены из одних и 
тех же элементов с точностью до знака, например: 

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q q Q q Q q Q q

Q q Q q Q q Q q

Q q Q q Q q Q q

Q q Q q Q q Q q

− − − 
 − 
 −
 − 

. 

Видно, что как строчные, так и столбцовые нормы посто-
янны и равны 2 2 2 2

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )Q q Q q Q q Q q+ + + , но не обяза-
тельно единичны, невзирая на конечную точность представ-
ления матриц (или кватернионных коэффициентов). Таким 
образом, матрица А в (2.13) всегда представляет ортогональ-



 

 26 

ное преобразование, а умножение кватернионов может рас-
сматриваться как основной строительный блок ПУБФ. 

Произвольная 4 х 4 матрица требует хранения 16 дей-
ствительных чисел и 32 чисел для блочно-диагональной 
матрицы 8 х 8. В данном же случае, необходимо запомнить 
в памяти 8 и 16 действительных чисел (2 и 4 кватерниона), 
соответственно. Один из недостатков кватернионной фак-
торизации заключается в большом количестве вычисле-
ний, что является ценой за сохранение ортогональности. 
Вычислительная сложность факторизаций (2.13) в два 
раза, а (2.14) в четыре раза больше, чем простое умноже-
ние матрицы 4 х 4 на вектор. Однако, учитывая специфи-
ческую структуру матриц умножения кватернионов, можно 
выполнить данные операции только за 8 реальных умно-
жений [19]. Реализация умножителей кватернионов на ос-
нове распределенной арифметики [20] или с использова-
нием 4-х мерных алгоритмов CORDIC [21] хорошо согласу-
ется со структурами FPGA. 

3. Решетчатые структуры ПУБФ на основе 
кватернионов 

3.1. Четырехканальный ПУБФ 

Матрицы E0 и Ri в факторизации (1.11) решетчатой 
структуры общего параунитарного банка фильтров 
анализа, как показано в [22], можно выразить через мат-
рицы умножения кватернионов следующим образом: 

0 0 0( )Q P+ −= ( )E M M , (3.1) 

( ),    1,..., 1i iQ i N±= = −R M , (3.2) 

где P0  и  все  Qi,– некоторые единичные кватернионы, 
тогда передаточная функция решетчатой структуры об-
щего ПУБФ анализа будет равна: 

1 2

1 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
N Nz Q z Q z

Q z Q P

± ±
− −

± + −

=

( )

E M M

M M M

…

…

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ

ΛΛΛΛ
. (3.3) 

Как доказано в [22], если в (3.2) для всех i = 1,…,N-1 
используются левые операнды умножения и значения 
кватернионов удовлетворяют равенству: 

0 1 2 0

1
...

2 N NP O Q Q Q− −= ± ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , (3.4) 

где O – кватернион, все части которого равны 1:  
1O i j k= + + + , то для решетчатой структуры ПУБФ 

(3.3) выполняется условие регулярности 1-го порядка. 
Решетчатая структура 4-канального общего ПУБФ 

анализа (для N = 3), определяемая выражением (3.3), 
показана на рис. 3.1. 

 

Рис. 3.1. Решетчатая структура 4-канального ПУБФ 
анализа на кватернионах 

Выражение (1.10) задает связь между матрицами 
передаточных функций фильтров банков анализа и син-
теза для обеспечения перфективной реконструкции.  

Следовательно, требуемый банк фильтров синтеза 
может быть определен как: 

1( ) ( )z z cz− −∆=D E I . (3.5) 

Подставив  (3.3) в формулу (3.5) и учитывая соотно-
шения (2.10) и (2.12) для матриц операндов умножения 
кватернионов, можно получить следующую факториза-
цию: 

1
0 0 1

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )N N

z cz P Q z Q

z Q z Q

−∆ − + − ±

− ± − ±
−

= ( )D M M M

M M

…

…

ΛΛΛΛ

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ
, 

где 
0,iQ P  – кватернионы, комплексно-сопряженные к Qi, 

P0. Приняв константу c равной 1 (для сохранения мас-
штаба) и использовав следующие замены: 

� 1 1
2( ) ( )z z z− −= IΛ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ , (3.6) 

�
0 0 0( )P Q− += ( )E M M , (3.7) 

� ( ),    1,..., 1i iQ i N±= = −R M , (3.8) 

окончательная факторизация для ПУБФ синтеза будет 
выглядеть следующим образом: 

�

� �

0 0 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )N N

z P Q z Q

z Q z Q

− + ±

± ±
− −

= ( )

=

D M M M

M M

…

…

ΛΛΛΛ

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ
 

� � � � � � �
0 1 2 1( ) ( ) ( )N Nz z z− −= E R R R…Λ Λ ΛΛ Λ ΛΛ Λ ΛΛ Λ Λ . (3.9) 

Факторизация (3.9) описывает решетчатую структуру 
ПУБФ синтеза (для N = 3), показанную на рис. 3.2. 

 

 

Рис. 3.2. Решетчатая структура 4-канального банка 
фильтров синтеза на кватернионах 

Реализация параунитарного банка фильтров ана-
лиза с линейной ФЧХ (1.12) на основе умножителей ква-
тернионов предполагает определение 

0ΦΦΦΦ  и 
iΦΦΦΦ  как [22]: 

0 0( )P Q− +( )0 = M MΦΦΦΦ , (3.10) 

( ),    1,..., 1i iP i N− = −= MΦΦΦΦ , (3.11) 

где все Pi  и Q0 – некоторые единичные кватернионы. 
Если в (3.10) и (3.11) 

0 0 1 1

1
...

2
NQ P P P A−= ± ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , (3.12) 

то факторизация (1.12), (3.10) – (3.12) соответствует 
регулярности 1-го порядка. Здесь A – специальный ква-
тернион: 1A i= + . 

Решетчатая структура ПУБФ анализа с линейной 
ФЧХ на основе умножителей кватернионов (для N = 3) 
представлена на рис. 3.3. 
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Рис. 3.3. Решетчатая структура 4-канального банка фильтров анализа с линейной ФЧХ на кватернионах 

 
Рис. 3.4. Решетчатая структура 4-канального банка фильтров синтеза с линейной ФЧХ на кватернионах 
 
Факторизация ПУБФ синтеза на кватернионах зада-

ется следующим образом: 

� � � �
0 1 2 1( ) N Nz − −=D E G G G… , (3.13) 

� �
0 02 2

1
diag( , )

2
=E I J WΦΦΦΦ , (3.14) 

� � � 1
( ) ( ) ,    1,..., 1

2
ii z z i N= = −G W WΛ ΦΛ ΦΛ ΦΛ Φ , (3.15) 

� 1
2 2( ) diag( )z z−= I , IΛΛΛΛ , (3.16) 

�
0 00( )Q P+ − ( )= M MΦΦΦΦ , (3.17) 

� ( ),    1,..., 1i iP i N− = −= MΦΦΦΦ . (3.18) 

Решетчатая структура 4-канального ПУБФ синтеза с 
линейной ФЧХ, соответствующая факторизации (3.13) – 
(3.18) (для N = 3), изображена на рис. 3.4. 

Решетчатая структура на квантаренионах ПУБФ с 
линейной ФЧХ и попарно зеркальной симметрией час-
тотных характкристик фильтров получается в ре-
зультате факторизации (1.12), (1.20) для соответственно 
определенных матриц 

iΦΦΦΦ  и 
1N−ΦΦΦΦ  [22]: 

( ),    0,..., 2i iP i N− = −= MΦΦΦΦ , (3.19) 

1 1 2 2diag( , )N NP−
− −( )= M J Γ IΓ IΓ IΓ IΦΦΦΦ , (3.20) 

где (1, 1)diag= −Γ  и Pi – некоторые единичные кватер-
нионы, выбор которых в соответствии с  

1 0 1 2

1
...

2
N NP A P P P− −= ± ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  (3.21) 

обеспечивает регулярность первого порядка банку 
фильтров. 

Соответствующая факторизация передаточной 
функции банка фильтров синтеза задается следую-
щим образом: 

� � � �
0 1 2 1( ) N Nz − −=D E G G G… , (3.22) 

� �
0 02 2

1
diag( , )

2
=E I J WΦΦΦΦ , (3.23) 

� � � 1
( ) ( ) ,   1,..., 1

2
ii z z i N= = −G W WΛ ΦΛ ΦΛ ΦΛ Φ , (3.24) 

� 1
2 2( ) diag( )z z−= I , IΛΛΛΛ , (3.25) 

�
1 12 2diag( , )N NP−

− −( )= ΓJ I MΓJ I MΓJ I MΓJ I MΦΦΦΦ , (3.26) 

� ( ), ï ðè 0,..., 2i iP i N− = −= MΦΦΦΦ . (3.27) 

Решетчатые структуры ПУБФ анализа и синтеза с 
попарно зеркальной симметрией частотных характкри-
стик фильтров приведены на рис. 3.5 и 3.6 соответст-
венно (N = 3). 

 

 
Рис. 3.5. Решетчатая структура 4-канального банка фильтров анализа с попарно зеркальной симметрией час-
тотных характкристик фильтров на кватернионах 
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Рис. 3.6. Решетчатая структура 4-канального банка фильтров синтеза с попарно зеркальной симметрией час-
тотных характкристик фильтров на кватернионах 

3.2. Восьмиканальный ПУБФ 

Вариант кватернионной факторизации (1.12) – (1.18) 
для 8-ми канального ПУБФ с линейной ФЧХ анализа 
определяется следующими подстановками [5,17]: 

( ) ( )diag ( ), ( ) diag ( ), ( ) ,  

äëÿ  1,..., 1

ii i iiR R Q Q

i N

− − + +⋅

= −

= M M M MΦΦΦΦ
,(3.28) 

( ) ( )00 0 0 0diag ( ), ( ) diag ( ), ( )S S R R− − − −⋅ ⋅= M M M MΦΦΦΦ  

( ) ( )0 0 00diag ( ), ( ) diag ( ), ( )Q Q P P+ + + +⋅ ⋅M M M M , (3.29) 

где S0, P0  и все Qi, Ri,– единичные кватернионы. Данный 
ПУБФ (рис. 3.7) будет банком фильтров с регулярно-
стью первого порядка, если 

0 1 21 0 01 0

1

2
NN NR Q Q P O R S R R−− −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅… … . (3.30) 

Для соответствующего 8-канального банка синтеза 
(рис. 3.8) в факторизацию (3.13) – (3.18) вводятся сле-
дующие подстановки: 

� ( ) ( )diag ( ), ( ) diag ( ), ( ) ,   1,..., 1i ii iiQ Q R R i N+ + − −⋅ = −= M M M MΦΦΦΦ . (3.31) 

 

 

Рис. 3.7. Решетчатая структура 8-канального банка фильтров анализа с линейной ФЧХ на кватернионах (для N = 2) 

 

Рис. 3.8. Решетчатая структура 8-канального банка фильтров синтеза с линейной ФЧХ на кватернионах (для N = 2) 
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� ( ) ( )0 0 0 0 0diag ( ), ( ) diag ( ), ( )P P Q Q+ + + +⋅ ⋅= M M M MΦΦΦΦ  

( ) ( )0 0 00diag ( ), ( ) diag ( ), ( )R R S S− − − −⋅ ⋅M M M M , (3.32) 

Решетчатые структуры 8-ми канальных ПУБФ с ли-
нейной ФЧХ и попарно зеркальной симметрией час-
тотных характкристик фильтров (1.12) – (1.20) на 
квантаренионах получаются для соответственно опре-
деленных матриц 

iΦΦΦΦ  и 
1N−ΦΦΦΦ  [5,17]: 

для банка анализа (рис. 3.9): 

( ) ( )4diag , diag ( ), ( )i i iQ Q− −⋅ ⋅= I M MΦ ΓΦ ΓΦ ΓΦ Γ  

( ) ( )4diag ( ), ( ) diag , ,  для 0,..., 2i iP P i N+ +⋅ ⋅ = −M M IΓΓΓΓ ,(3.33) 

( ) ( )
( ) ( )

1 4 4 1 1

1 1 4

diag , diag ( ), ( )

diag ( ), ( ) diag ,

N N N

N N

Q Q

P P

− −
− − −

+ +
− −

⋅ ⋅

⋅ ⋅

= J I M M

M M I

ΦΦΦΦ

ΓΓΓΓ
, (3.34) 

где все Qi, Pi – единичные кватернионы, выбор которых 
в соответствии с соотношением 

� �
0 1 21 01 0

1

2
NN NP EQ Q P O P P P−− −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅… …  (3.35) 

обеспечивает регулярность первого порядка банку 
фильтров; 

для банка синтза (рис. 3.10): 

� ( ) ( )4diag , diag ( ), ( )= I M Mi i iP P+ +⋅ ⋅Φ ΓΦ ΓΦ ΓΦ Γ  

( ) ( )4diag ( ), ( ) diag , , для 0,..., 2i iQ Q i N− −⋅ ⋅ = −M M IΓΓΓΓ (3.36) 

� ( ) ( )
( ) ( )

1 1 14

4 41 1

diag , diag ( ), ( )

diag ( ), ( ) diag ,

N N N

N N

P P

Q Q

+ +
− − −

− −
− −

⋅ ⋅

⋅ ⋅

= I M M

M M J I

Φ ΓΦ ΓΦ ΓΦ Γ
. (3.37) 

 

 

Рис. 3.9. Решетчатая структура 8-канального банка фильтров анализа с попарно зеркальной симметрией час-
тотных характкристик фильтров на кватернионах (для N = 2) 

 

 

Рис. 3.10. Решетчатая структура 8-канального банка фильтров синтеза с попарно зеркальной симметрией 
частотных характкристик фильтров на кватернионах (для N = 2) 
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4. Примеры синтеза 
4.1. Процедура расчета 

Для получения ПУБФ с высоким коэффициентом 
эффективности кодирования (coding gain) и хорошей 
частотной избирательностью кватернионные коэффи-
циенты оптимизируются путем минимизации двух пока-
зателей: 

- степень ослабления в полосе задержки каналов, 
выраженная в терминах энергии: 

1 2

0

( )
k

M
j

SBE k
k

H e dω
ω

ε ω
−

∈Ω
=

=∑∫ , 

где kΩ  определят полосу задержки k-го фильтра банка 
фильтров; 

- коэффициент эффективности кодирования: 
1

2

0
11

2

0

1

10lg

( )

xk

xk

M

k
M

M

k

M
CG

σ

σ

−

=
−

=

=
∑

∏
, 

где 2

xk
σ  - дисперсия сигнала в k-ом канале банка фильт-

ров, значение которой для всех М каналов  определя-
ются через диагональные элементы автокорреляцион-
ной матрицы 

yyR  выходного сигнала y(n):  
2

xk
yy kk

σ  =  R . Автокорреляционная матрица 
T

yy xx=R HR H  . Здесь xxR  - автокорреляционная мат-
рица входного сигнала x(n), а H  - матрица преобразова-
ния, сформированная из импульсных характеристик 
фильтров банка следующим образом: 

[ ] ( 1 ),   где  0,..., 1,  0,... 1.kkn
h L n k M n L= − − = − = −H  В 

рассматриваемых ниже примерах синтеза ПУБФ матри-
ца xxR  конструировалась для входного сигнала x(n) , 
который формировался с помощью авторегриссионной  

модели первого порядка AR(1) с единичной дисперсией 
и коэффициентом корреляции 0,95. Такая модель сиг-
нала соответствует только обработке естественных 
изображений, для других типов сигналов потребуются 
другие модели. 

Кватернионные коэффициенты решетчатых структур 
ПУБФ, приведенных выше, для процедуры синтеза 
представляются в полярной форме (2.6). Для решения 
задачи оптимизации (минимизация SBEε  и CG) исполь-
зуются программы fminsearch и fminunc из пакета 
MATLAB. Далее, полученные коэффициенты конверти-
руются в рациональные числа с целью ликвидации опе-
рации умножения при аппаратной или программной 
реализации банка фильтров. 

4.2. Четырехканальные ПУБФ 

Результаты синтеза общего 4-х канального 
ПУБФ (3.3) с длиной фильтра равной 8 показаны 
ниже. Коэффициенты решетчатой структуры банка 
фильтров приведены в табл. 4.1, а соответствую-
щая АЧХ  - на рис. 4.1. Для данного банка фильтров 
коэффициент эффективности кодирования CG=  
8.1227дБ, и минимальное ослабление в полосе за-
держки составляет -20дБ, что вполне согласуется с 
результатами из [23]. Из анализа АЧХ (рис. 4.1) 
следует, что полученный ПУБФ действительно име-
ет регулярность 1-го порядка: кроме фильтра ниж-
них частот все фильтры имеют нулевое значение 
АЧХ на частоте DC. С другой стороны, на ком-
плексной плоскости корней (рис. 4.2) видно, что 
фильтр нижних частот имеет один ноль в каждой 
точке на единичной окружности, соответствующей 
зеркально элайзинговой частоте. 

 

Таблица 4.1 

Коэффициенты ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  Длина слова (бит) 

0r  -45/128 9/16 31/128 -5/8 8 

0s  -11/16 -1/2 1/16 7/16 5 

1s  3/8 1/8 3/4 -1/2 4 
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Рис. 4.1. АЧХ 4-х канальный ПУБФ 

−4 −2 0 2 4

−1

0

1

7

Real Part

Im
ag

in
ar

y 
P

ar
t

 

Рис. 4.2. Плоскость корней ПУБФ 

Таблица 4.2 

Коэффициенты ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  Длина слова (бит) 

0s  -231/512 459/1024 0 0 11 

0r  -7/8 -3/8 0 0 4 

1r  -3/16 15/16 0 0 5 

2r  -9/16 -13/16 0 0 5 
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Другой пример расчета показывает эффективность 
предложенного подхода построения ПУБФ на кватернионах 
с линейной ФЧХ. В табл. 4.2 приведены коэффициенты бан-
ка фильтров (длина фильтра – 12), а на рис. 4.3 иллюстри-
руется АЧХ данного ПУБФ, из которого видно, что банк так-
же имеет регулярность первого рода. Коэффициент эффек-
тивности кодирования и минимальное ослабление в полосе 
затухания соответственно равны: 8.1845 дБ и -20дБ. 

В табл. 4.3 и на рис. 4.5 и рис. 4.6 иллюстрируются ре-
зультаты расчета 4-х канального ПУБФ с попарно зеркаль-
ной симметрией частотных характкристик фильтров на ква-
тернионах (длина фильтра – 12), которые очень близки к 
результатам предыдущего примера: CG=  8.1699дБ, мини-
мальное ослабление в полосе затухания – 20дБ. Это объяс-
няется схожестью расположения нулей на плоскости корней 
(сравни рис 4.4 и рис. 4.6) 

 
Таблица 4.3 

Коэффициенты. ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  Длина слова (бит) 

0r  7/8 3/8 0 0 4 

1r  3/16 -1 0 0 5 

2r  -17/128 43/64 0 0 8 
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Рис. 4.3. ПУБФ с линейной ФЧХ 
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Рис. 4.4. Плоскость корней ПУБФ 
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Рис. 4.5. АЧХ ПУБФ с попарно зеркальной симметрией 
частотных характкристик фильтров 
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Рис. 4.6. Плоскость корней ПУБФ 

 
4.3. Восьми канальные ПУБФ 

В данном параграфе рассматриваются результаты двух 
примеров расчета 8-канальных ПУБФ как для арифметики с 
неограниченной точностью, так и для арифметики с фиксиро-
ванной запятой: с линейной ФЧХ и с попарно зеркальной сим-
метрией частотных характкристик фильтров. В обоих случаях 
факторизация содержит три ступени при длине фильтра 24. 

Для первого банка фильтров с линейной ФЧХ и коэффи-
циентами (см. Табл 4.4), представленными в арифметике с 
неограниченной точностью, коэффициент эффективности 
кодирования CG=  9.3747дБ, а минимальное ослабление в 
полосе затухания равно – 21дБ, что видно из рис. 4.7. 

В табл. 4.5 приведены коэффициенты второго банка фильт-
ров, которые являются квантованными коэффициентами первого 
банка фильтров. Как видно из табл. 4.5, реализация данного ПУБФ 
не потребует умножителей. При этом, CG=  9.3040дБ практически 
остался прежним, однако минимальное ослабление в полосе за-
тухания уменьшилось до -13дБ, как показано на рис. 4.9. 

Следует отметить, оба банка являются банками с регу-
лярностью первого порядка, потому что их кватернионные 
коэффициенты (см. Табл. 4.4 и табл. 4.5) соответствуют усло-
вию (3.30). Анализ АЧХ (рис. 4.9 и рис 4.7) показывает, что в 
данных ПУБФ не проявляется эффект «DC leakage» (см. Раз-

дел 1.4). На комплексной плоскости корней (рис. 4.8) видно, 
что фильтр нижних частот имеет один ноль в каждой точке на 
единичной окружности, соответствующей зеркально элайзин-
говым частотам. 

Синтез второго банка фильтров с попарно зеркальной 
симметрией частотных характкристик фильтров приво-
дится сначала в арифметике с неограниченной точностью 
(табл. 4.6): коэффициент эффективности кодирования CG=  
9.3655дБ, минимальное ослабление в полосе затухания рав-
но – 22дБ (рис. 4.10), а затем коэффициенты данного банка 
представляются в арифметике с фиксированной запятой – в 
рациональных числах (табл. 4.7), что позволяет избежать 
умножителей при практической реализации банка. 

Квантование кватернионных коэффициентов (табл. 4.7), в 
данном случае, привело к незначительному уменьшению 
коэффициента эффективности кодирования CG=  9.2549дБ и 
значения минимального ослабления в полосе затухания - -19 
дБ (рис. 4.12). Учет условия (3.35) при синтезе банка фильт-
ров с попарно зеркальной симметрией частотных характкри-
стик фильтров гарантирует отсутствие искажений, обуслов-
ленных постоянной составляющей, а также анализ располо-
жения нулей на комплексной плоскости корней показывает их 
корректность локализации (рис. 4.11). 
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Таблица 4.4. 

Коэффициенты ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  

0s  -0.0297993 0.0669165 0.8901262 -0.449788 

0p  -0.2784728 -0.5164164 0.6659689 -0.4607087 

0q  -0.9687160 -0.0713704 -0.2281805 0.0665523 

1q  0.2571736 -0.2085346 -0.8265446 0.4551912 

2q  0.8835067 -0.2654561 0.0588609 -0.3814242 

0r  -0.1264641 0.6558758 -0.1001648 -0.7374285 

1r  0.9928326 0.0690029 -0.0687024 -0.0692971 

2r  0.9069558 0.3701135 -0.1523974 -0.1312336 
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Рис. 4.7. АЧХ 8-канальных ПУБФ с линейной ФЧХ 
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Рис. 4.8. Плоскость корней ПУБФ 

 

Таблица 4.5 

Коэффициенты ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  
Длина слова 

(бит) 

0s  1/2 0 7/8 -1/8 4 

0p  -1/4 -1/2 5/8 -1/2 4 

0q  -15/16 -1/16 -1/4 0 5 

1q  1/4 -1/4 -7/8 1/2 4 

2q  7/8 -1/4 1/8 -3/8 4 

0r  -1/16 15/16 1/4 -1/4 5 

1r  15/16 1/16 -1/16 -1/16 5 

2r  3820719/222 611699/221 -54443/219 -435031/222 23 
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−40

−30

−20

−10

0

ω / 2π

|H
k(e

j ω
)|

 [d
B

]

 

Рис. 4.9 АЧХ 8-канальных ПУБФ с линейной ФЧХ с квантованными коэффициентами 

Таблица 4.6. 

Коэффициенты ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  

0p  -0.0546530 -0.8381704 -0.2287760 0.4920823 

1p  0.9557711 0.0614376 0.1436822 0.2491636 

2p  -0.6224147 0.0345565 -0.5578179 -0.5479461 

0q  0.9916213 0.0606809 -0.0625301 -0.0953675 

1q  -0.0144669 0.6629532 0.1228110 0.7383774 

2q  -0.9805812 -0.0261340 0.0941266 0.1700519 
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Рис. 4.10. АЧХ 8-канальных ПУБФ с попарно зеркальной 
симметрией частотных характкристик фильтров 
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Рис. 4.11. Комплексной плоскости корней ПУБФ 

 

Таблица 4.7 

Коэффициенты ( )⋅Re  ( )⋅iIm  ( )⋅jIm  ( )⋅kIm  Длина слова (бит) 

0p  -1/8 -7/8 -1/4 1/2 4 

1p  7/8 0 1/8 1/4 4 

2p  -4307/213 1349/214 -8563/214 -3261/213 15 

0q  7/8 0 0 -1/8 4 

1q  0 5/8 1/8 3/4 4 

2q  -1 -1/16 1/16 1/8 5 
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Рис. 4.12. АЧХ 8-канальных ПУБФ с попарно зеркальной симметрией частотных характкристик фильтров 

 
5. Функциональная реализация параунитарного 
банка фильтров 
5.1. Умножитель кватернионов на распределенной 
арифметике 

В последнее время стремительно развиваются техноло-
гии проектирования специализированных встраиваемых про-
цессоров реального времени на основе FPGA [24], главным 
преимуществом которых является возможность создавать 
встраиваемые процессоры реального времени, где возможен 
компромисс между производительностью и потребляемой 
мощностью. В данной работе рассматривается задача по-
строения FPGA-ориентированных поточных процессоров 
ПУБФ как анализа, так и синтеза на умножителях кватернио-
нов, которые реализованы на распределенной арифметике 
[20,25]. Исследуются характеристики данных процессоров: 
производительность, потребляемая мощность в зависимости 
от степени параллелизма в умножителях кватернионов. 

Базовой операцией умножения кватернионов на пра-
вый операнд M-(Q) является вычисление суммы вида: 

4,...,1,44332211

4

1

=+++==∑
=

ipqpqpqpqpqr iiii
k

kiki
,  

где qik  – постоянные коэффициенты. Исходя из того, что 
обрабатываемые числа являются нормированными (вы-
полняется условие 1kp ≤ ) и представлены в дополни-
тельном коде, то pk  можно записать как: 

1

0
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2
B

n
k k kn

n

p b b
−
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=

= − +∑ , 

где bkn – значения битов (0 или 1); bk0 – знаковый разряд; 
B – разрядность входных чисел; bk,B-1 – младший бит 
(LSB). Введем новые переменные:  

kn kn knc b b= − , 0 0 0( )k k kc b b= − − ,  

где }{0, 1, 1kn kc c ∈ − + ; 0,kn kb b  – инверсные значения би-
тов bkn, bk0, тогда используя методику, изложенную в [18], 
продукт умножения кватернионов приводится к виду:  
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где L – количество одновременно обрабатываемых битов; 
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суммы коэффициентов ikq  , рассчитываемые предвари-
тельно. Данное выражение получения продукта умноже-
ния кватернионов на основе распределенной арифмети-
ки описывает возможность одновременной обработки L 
битов входных данных (при этом L должно быть кратно 
B). Подобная реализация арифметических операций на 
распределенной арифметике получила название L-
BAAT (L-bit-at-a-time). Структурная схема умножителя 
кватернионов по принципу L-BAAT приведена на рис. 
5.1. Наличие блока коррекции переполнения вызвано 
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наличием дополнительного разряда в частичной сумме 
(разрядность B+1), что требует коррекции результата к 
разрядности B. Блок контроля нулевых данных предна-
значен для анализа входных данных на равенство нулю, 

так как в таком случае результат будет нулевым. Усред-
ненные результаты синтеза структур умножителей ква-
тернионов по схеме L-BAAT на основе FPGA Xilinx Virtex 
v400-4 приведены в табл. 5.1. 

 
Таблица 5.1 

Результаты синтеза структур умножителей кватернионов по схеме L-BAAT 

Реализация L-BAAT 
Параметры 

1-BAAT 2-BAAT 4-BAAT 8-BAAT 16-BAAT 
Function Generators (LUTs) 219 339 561 958 1637 

CLB Slices 110 170 281 479 819 
Dffs or Latches 205 207 212 223 246 

Макс. частота работы умножителя, МГц 58,1 56,0 40,6 29,8 18,6 
 

 

Рис. 5.1. Структурная схема умножителя кватернионов по схеме L-BAAT 

 

Рис. 5.2. Потребляемая мощность умножителем кватернионов на FPGA Xilinx Virtex v400-4 

Таблица 5.2 
Результаты синтеза поточных процессоров ПУБФ 

Значения 
Банк анализа Банк синтеза Параметр 

1-BAAT 2-BAAT 4-BAAT 1-BAAT 2-BAAT 4-BAAT 
Function Generators 1228 1863 2969 1298 1938 3064 

CLB Slices 614 932 1485 702 969 1532 

Dffs or Latches 1190 1200 1225 1404 1414 1439 

Частота (ClkMul), МГц 58,1 46,3 40,4 58,1 46,5 40,0 
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Исследование реализации в FPGA схемы умно-
жителя кватернионов по схеме L-BAAT для B = 16 
показало нелинейную зависимость между потреб-
ляемой умножителем мощностью и скоростью посту-
пления входных отсчетов (рис. 5.2). Как можно ви-
деть из приведенных данных, наиболее эффектив-
ной по потребляемой мощности является схема 8-
BAAT. Функция времени умножения от схемы по-
строения умножителя кватернионов носит нелиней-
ный характер: 1-BAAT: 0,292598 мкс; 2-BAAT: 
0,1607142 мкс; 4-BAAT: 0,123152 мкс; 8-BAAT: 
0,100671 мкс; 16-BAAT: 0,107526 мкс. Данный ре-
зультат обусловлен двумя факторами: 1) «разраста-
нием» дерева сумматоров при увеличении значения 
L (см. рис. 5.1), что снижает максимальную частоту 
работы схемы (см. данные табл. 5.1); 2) наличием 
дополнительного такта инициализации умножителя, 
что с учетом необходимости B/L тактов для выпол-
нения умножения дает следующее выражение для 
частоты работы умножителя:  

1L BAAT

B
f t

L−
 = + ∆ 
 

, 

где fL-BAAT – частота работы умножителя, МГц; ∆t – 
время поступления входных данных на умножитель, 
мкс. Таким образом, для построения умножителя 
кватернионов с минимально занимаемой площадью 
кристалла целесообразно использовать схему 1-
BAAT, а для обеспечения максимальной пропускной 
способности умножителя и минимально потребляе-
мой мощности - схему 8-BAAT. Реализация умножи-
теля кватернионов на левый операнд  будет отли-
чаться от реализации на правый лишь содержанием 
блоков памяти. 

5.2. Поточный процессор ПУБФ 

Аппаратные затраты реализаций поточного про-
цессора в зависимости от схемы умножителя ква-
тернионов для L=1,2,4 приведены в табл. 5.2. Откуда 
видно, что площадь (количество CLB блоков), зани-
маемая банками, практически полностью определя-
ется умножителями кватернионов, а частота работы 
процессора также ограничивается возможностями 
используемых умножителей (практически соответст-
вует значениям из табл. 5.1). Латентность данных 
поточных процессоров определяется как 
Lat 2 ( 2) ( 1)N N= ⋅ + + + ,   где N+2 – количество умно-
жителей кватернионов в каждом банке фильтров; 
N+1 – задержка, вносимая алгоритмом, равна коли-
честву блоков задержки. 

Оценка ошибки реконструкции сигнала пропор-
циональна отклонению АЧХ структуры банк анализа 
- банк синтеза от идеальной характеристики (отклик 
схемы на дельта-импульс). Как можно видеть из рис. 
5.3, наибольшие искажения наблюдаются для вари-
анта 16-BAAT и составляют около 0,04 дБ. При этом 
отношение сигнал-шум для поточных процессоров 
ПУБФ в зависимости от схемы умножителя кватер-
нионов составляет следующие значения: 1-BAAT: -
74,3 дБ; 2-BAAT: -73,2 дБ; 4-BAAT: -70,5 дБ; 8-BAAT: 
-64,8 дБ; 16-BAAT: -63,0 дБ. Ухудшение результатов 

при использовании схемы 16-BAAT по сравнению со 
схемой 1-BAAT находится примерно на уровне 10 
дБ. Это объясняется сокращением разрядности 
предварительно рассчитываемых функций ( )i knF b и 

(0)iF , хранимых в блоках памяти данных (см. рис. 
5.1) , что и вызывает нелинейное возрастание уров-
ня шумов с увеличением уровня параллелизма на 
принципе L-BAAT. Улучшение данных характеристик 
можно получить, если использовать специальные 
методики синтеза ПУБФ, когда значения функций 

( )i knF b и (0)iF  не требуют округления при загрузке в 
память (например, 19/128, 1/16, 5/32 и т.д.), что по-
зволит повысить точность выполнения умножения и, 
за счет больших возможностей методики синтеза 
ПУБФ, сократить занимаемую площадь кристалла и 
потребляемую мощность. 

 

 

Рис. 5.3. АЧХ банка фильтров анализа-синтеза для 
различных реализаций умножителя кватернионов 

6. Пример обработки изображения. Эффект 
регулярности первого рода 

С целью продемонстрировать обработку изобра-
жения системой анализ-синтез на ПУБФ были спро-
ектированы два 8-ми канальных ПУБФ с линейной 
ФЧХ (N=1): первый банк фильтров – банк, в котором 
отсутствует регулярность первого рода, а второй 
банк фильтров – ПУБФ с регулярностью первого по-
рядка. Кватернионные коэффициенты обоих банков 
представлены 8-ми битными словами. При этом, ко-
эффициенты эффективности кодирования были при-
близительно одинаковые: CG = 9.39 дБ и CG = 9.37 
дБ соответственно для первого и второго банков. 

Далее осуществлялась обработка образа «Ле-
на» на системе анализ-синтез двух данных ПУБФ. 
Объективные показатели обработки примерно рав-
ные: PSNR = 34,82 дБ , MSE = 21,45 для первого 
банка фильтров и PSNR = 35,08 дБ , MSE = 20,21 
для второго банка с регулярностью первого поряд-
ка. На рис. 6.1а и рис. 6.1 б представлены изобра-
жения реконструированные обоими ПУБФ. Изобра-
жение на рис. 6.1а обработано банком фильтров на 
кватернионах, коэффициенты которого не удовле-
творяют условию (3.30). Здесь четко видна сетка 
поверх образа, представляющая собой артефакт 
«шахматной доски», обусловленный эффектом DC 
leakage. С другой стороны, изображение на рис. 
6.1б чисто, потому что синтез второго ПУБФ на ква-
тернионах осуществлялся с учетом требования 
(3.30), накладываемого на коэффициенты банка 
фильтров. 
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Рис. 6.1 а        Рис. 6.1 90б 

 
Заключение 

В статье рассмотрен новый подход проектирования и 
реализации 4-х и 8-ми канальных ПУБФ на основе теории 
гиперкомплексных чисел, в частности, кватернионов, которая 
еще не применялась в области синтеза и анализа цифровых 
банков фильтров. Здесь умножитель кватернионов представ-
лен как алтернативный модуль построения ПУБФ и может 
расцениваться как обобщение планарных оборотов Гивенса. 
Представленные решетчатые структуры ПУБФ на кватернио-
нах являются системами без потерь, несмотря на квантова-
ние коэффициентов, и могут рассматриваться как расшире-
ние классических двухканальных решетчатых структур, раз-
работанных Вайдианасаном и Хоангом. Более того, предло-
женный подход дает возможность непосредственного выра-
жения условия регулярности первого порядка, которое зафик-
сировано в значениях коэффициентов решетчатой структуры 
ПУБФ и, следовательно, может легко удовлетворяться даже 
для арифметики с конечной точностью вычислений. Таким 
образом, данная теория синтеза решетчатых структур ПУБФ 
на квантернионах представляет большой интерес с практиче-
ской точки зрения обработки сигналов и является хорошей 
альтернативой стандартной технике построения ПУБФ. 
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