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Введение 

В представленной ранее работе [1] описан 

алгоритм синтеза БИХ-фильтров по импульсной характери-

стике, работоспособный при условии, что она определяется 

элементарной математической функцией или линейной 

комбинацией таких функций. Предложенный алгоритм был 

назван A1. Алгоритм построен так, что сначала находит ми-

нимально возможный порядок фильтра для заданной им-

пульсной характеристики, затем строит систему линейных 

алгебраических уравнений соответствующего порядка, ре-

шение этой СЛАУ дает коэффициенты искомого ЦФ. В [1] 

даны предпосылки для разработки такого алгоритма, приве-

дена его блок-схема, дан пример работы алгоритма, описа-

но множество функций, для которых алгоритм всегда нахо-

дит решение и, как пример, приведено доказательство су-

ществования и единственности решения для одной функции 

из этого множества. Функции, входящие в это множество 

названы функциями известными алгоритму. Здесь для крат-

кости будем называть его множеством Φ. В данной статье 

будут даны дополнения, поясняющие алгоритм и расши-

ряющие область его применения, а также описаны возмож-

ные приложения алгоритма, о которых в вышеупомянутой 

работе было сказано совсем мало. 

Алгоритм А1 успешно работает в случае, когда исходная 

импульсная характеристика, по которой следует отыскивать 

цифровой фильтр, определяется любой функцией из мно-

жества Φ. «Определяется» означает, что отсчёты импульс-

ной характеристики H являются значениями такой функции 

f, взятыми с постоянным шагом: hi = f(i), i = 0, 1, 2, …, n. Хотя 

импульсная характеристика БИХ-фильтра бесконечна, алго-

ритму достаточно лишь некоторое количество её начальных 

отсчётов, которое зависит от сложности функции f. Грубым 

критерием сложности функции в данном случае может счи-

таться число параметров, требуемых для ее описания. Най-

денный фильтр называется фильтром, соответствующим 

исходной последовательности. 

Множество Φ известных алгоритму функций было опи-

сано следующим образом: 

• полиномиальные функции, Lmin = 2(n+1), где n – порядок 

полинома; 

• показательные функции, Lmin = 4; 

• синусоиды (косинусоиды), Lmin = 6; 

• произвольные периодические функции, при условии, что 

период функции кратен частоте дискретизации, Lmin = 2T, 

где T – количество отсчётов на период; 

• любая линейная комбинация (конечная сумма) указан-

ных функций (примеры Lmin даны в [1]), 

где Lmin — минимально необходимое для расчёта количест-

во начальных отсчётов импульсной характеристики. 

Поскольку любая числовая последовательность, полу-

ченная табуляцией любой из этих функций (кроме показа-

тельных с отрицательным показателем в степени), не будет 

являться сходящейся к нулю последовательностью, то 

фильтр с такой импульсной характеристикой не будет устой-

чивым. Кроме того, цифровые фильтры обычно рассчитыва-

ют, исходя из другой информации. Поэтому о практическом 

использовании алгоритма именно в приложениях цифровой 

фильтрации пока говорить сложно. Однако алгоритм может 

найти применение  в приложениях, не требующих устойчиво-

сти отыскиваемых фильтров. Ниже будет описано несколько 

таких приложений, в которых алгоритм отыскания БИХ-

фильтра, соответствующего некоторой числовой последова-

тельности, является лишь одним из первых шагов методики. 

Поиск точных функциональных зависимостей в 

числовых последовательностях  

Задача ставится следующим образом. Имеется число-

вая последовательность. Необходимо обнаружить все уча-

стки, которые точно описываются любой функцией из неко-

торого множества функций Φ⊆Φ′ , и установить такую 

функцию с точностью до свободного члена для каждого из 

участков.  

Предполагается, что система поиска обладает некоторой 

базой знаний о функциональных зависимостях, которые она 

может обнаруживать. Такая база знаний должна содержать: 

- информацию, необходимую для идентификации опре-

делённой зависимости; 

- правила для нахождения значений параметров функции 

из значений коэффициентов соответствующего фильтра. 

В качестве идентифицирующей информации для «про-

стых» функций выступают точные значения коэффициентов 

обратной связи соответствующего фильтра, а для «слож-

ных» функций — значения и соотношения между коэффи-

циентами ЦФ. Для всех функций множества Φ (кроме по-

следнего пункта) автором выполнено доказательство суще-

ствования БИХ-фильтра соответствующего порядка. При-

меры конкретных значений коэффициентов ЦФ для некото-

рых функций приведены в табл. 1 и [1, 2].  
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Таблица 1. 

Коэффициенты обратной связи ЦФ, соответствующие некоторым функциям  

Зависимость Формула Коэффициенты обратной связи ЦФ 

Линейная yi = s0·i + s1 [–2   1] 

Квадратичная yi = s0·i
2
+s1·i+s2 [–3   3   –1] 

Кубическая ∑
=

⋅=
3

0k

k

ki
isy  [–4   6   –4   1] 

Полином 4-й степени ∑
=

⋅=
4

0k

k

ki
isy  [–5   10   –10   5   –1] 

Полином 5-й степени ∑
=

⋅=
5

0k

k

ki
isy  [–6   15  –20   15  –6  1] 

Периодическая, с периодом T 

отсчётов 
произвольная 

[0   0   …  0   0   –1] 

 

Т–1 нулей 

 

Для обнаружения показательной и синусоидальной 

функций используются следующие правила (ai – коэф-

фициенты обратной связи соответствующего ЦФ): 
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  для показательной функции; 
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     для синусоидальной функции. 

На первом этапе методики поиска выполняется ал-

горитм А1. То есть для начала исходной последова-

тельности выполняется синтез соответствующего 

фильтра. Поскольку методика может использоваться 

для поиска разных функциональных зависимостей, им 

могут соответствовать фильтры разных порядков. Таким 

образом, для того, чтобы проверить в последовательно-

сти наличие всех функций из базы знаний, надо в худ-

шем случае совершить N попыток синтеза БИХ-

фильтра, где N — количество разных порядков ЦФ, со-

ответствующих функциям из базы знаний. Для нахожде-

ния каждого такого фильтра необходимо 2k первых 

элементов исходной последовательности, где k — по-

рядок фильтра. Во избежание этого алгоритм A1, по-

строен так, что непосредственное вычисление БИХ-

фильтра каждого порядка не выполняется. Сначала на-

ходится минимальный порядок ЦФ, соответствующего 

данной последовательности, при котором он является 

единственным, а затем вычисляются коэффициенты 

БИХ-фильтра.  

Процесс перебора порядков фильтров можно реа-

лизовать по-разному. В своих реализациях автор ис-

пользовал перебор от больших порядков к меньшим, 

т.к. фильтры более высоких порядков позволяют об-

наружить более сложные функции, охватывая при 

этом на этапе вычисления коэффициентов ЦФ боль-

шее количество элементов исходной последователь-

ности. Может показаться, что такой перебор не со-

всем рационален, так как согласно ему первыми бу-

дут выполняться вычислительно более сложные дей-

ствия (решения систем уравнений бóльших порядков), 

и если на самом деле элементы последовательности 

подчиняются одной из наиболее простых функций, 

либо вообще никакой не подчиняются, то большое 

количество вычислений будет произведено впустую. 

Однако процесс спуска к меньшим порядкам удалось 

оптимизировать, что позволило не перебирать все 

порядки фильтров.   Кроме того,   при переборе по-

рядков от высших к низшим, при формировании каж-

дой следующей системы уравнений, не используются 

новые элементы исходной последовательности   (ис-

пользуется только их часть  на текущем шаге).   По-

этому  — с учётом архитектуры большинства сущест-

вующих вычислительных систем — можно утвер-

ждать, что с большой долей вероятности все данные, 

требуемые для формирования новой СЛАУ, уже будут 

в кэш-памяти. А значит, матрицы всех систем уравне-

ний, кроме первой, будут формироваться очень быст-

ро. Разумеется, возможны различные способы опти-

мизации, зависящие от специфики конкретного при-

ложения. Например, если известно, что в анализи-

руемых данных будет преобладать определённая 

функциональная зависимость, то имеет смысл всегда 

начинать поиск с вычисления фильтра того порядка, 

который соответствует этой функции. 

После вычисления фильтра некоторого порядка k 

нужно по его коэффициентам проверить наличие всех 

функций, которым соответствует фильтр такого по-

рядка. Если для текущего порядка фильтра проверка 

не дала положительного результата (то есть получен-

ные коэффициенты не соответствуют ни одному пра-

вилу из базы знаний), следует проверить фильтры 

меньших порядков. 

Если в результате проверки оказалось, что началь-

ные элементы последовательности не подчиняются ни 

одной функциональной зависимости из базы знаний, 

надо отбросить первый рассматриваемый элемент и 

повторить проверку для оставшейся части последова-

тельности. 
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Когда найден БИХ-фильтр, коэффициенты которого 

говорят о том, что элементы последовательности, ис-

пользуемые при его вычислении, описываются функци-

ей известной алгоритму, следует определить, на сколь-

ко следующих членов последовательности распростра-

няется найденная функциональная зависимость. Суть 

такой проверки сводится к вычислению импульсной ха-

рактеристики найденного фильтра и её поэлементному 

сравнению с рассматриваемой последовательностью. 

Первые 2k элементов совпадают по определению, так 

как они использовались при вычислении ЦФ как первые 

отсчёты импульсной характеристики.  

После того, как длина участка последовательности, 

подчиняющегося найденной зависимости, определена, 

можно сохранить всю полученную информацию об этом 

участке и повторить проверку для оставшейся части 

последовательности. В качестве сохраняемой инфор-

мации могут выступать индекс первого элемента участ-

ка, длина участка (количество членов последовательно-

сти), идентификатор типа найденной функции, коэффи-

циенты соответствующего фильтра. Коэффициенты 

фильтра нужны для вычисления значений параметров 

функции, поэтому вместо них можно хранить сами па-

раметры.  

Таким образом, после подобного анализа будут из-

вестны участки исходной последовательности, в точно-

сти подчиняющиеся полностью определённым функци-

ям одного переменного.  

Стремление найти ЦФ минимального порядка обу-

словлено желанием найти функцию с наименьшим чис-

лом параметров, описывающую элементы последова-

тельности. При этом поиск не предлагается начинать с 

меньших порядков ЦФ из-за вероятности обнаружения 

более простых функций, которые будут действовать на 

коротких участках исходной последовательности, и при 

этом они не будут давать возможность обнаружить «бо-

лее сложную» функцию, действующую на более длинном 

участке. Например, вместо длинного участка некоторой 

периодической функции будет обнаружено много корот-

ких участков, подчиняющихся различным показательным 

или полиномиальным зависимостям. Если же никакой 

«сложной» функции на данном участке нет, а действи-

тельно имеются только более простые функции (т.е. с 

меньшим числом параметров), то при спуске от больших 

порядков ЦФ к меньшим они всё равно будут найдены. 

Важным свойством методики является возможность 

изменения множества искомых функций. Таким обра-

зом, можно модифицировать методику для конкретной 

решаемой задачи. Процесс выбора конкретной модифи-

кации выглядит следующим образом. 

1. Определяется множество искомых функциональ-

ных зависимостей. 

2. В базу знаний вносятся правила для определения 

каждой функции из множества искомых. 

3. Определяется множество порядков фильтров, со-

ответствующих искомым функциям. 

4. Далее в процессе работы перебираются порядки 

ЦФ только из заданного множества. 

Например, при помощи ЦФ третьего порядка можно 

обнаружить параболы, синусоиды и все периодические 

функции, у которых период функции в 3 раза превосхо-

дит период дискретизации (другими словами, последо-

вательность отсчётов такой функции состоит из одина-

ковых подпоследовательностей длиной в три отсчёта). 

Однако не все эти функции могут быть интересны для 

конкретного приложения. Допустим, нужно искать только 

синусоиды. Тогда в базе знаний для фильтров третьего 

порядка будет присутствовать только правило (условия), 

которому должны удовлетворять коэффициенты ЦФ, 

соответствующего синусоиде. Если бы правил было 

больше, то фильтр такого порядка для каждого участка 

исходной последовательности всё равно вычислялся бы 

только один раз. Но после вычисления его коэффициен-

ты проверялись бы на соответствие нескольким прави-

лам. Вообще, такие проверки очень просты по сравне-

нию с затратами на само вычисление фильтра, а значит, 

количество искомых функций не сильно влияет на ско-

рость поиска. Гораздо больше на производительность 

влияет множество порядков фильтров. Например, за-

метно ускорить работу можно, отказавшись от поиска 

всех функций, которым соответствуют ЦФ одного опре-

делённого порядка. Тогда фильтры этого порядка уже 

не нужно вычислять. Разумеется, больший эффект уве-

личения производительности даёт отказ от фильтров 

более высоких порядков. Эти рассуждения приводят нас 

к интересному свойству методики: вычислительные за-

траты на поиск нескольких различных функций в исход-

ных данных не зависят линейно от количества искомых 

функций (как это было бы, например, при использовании 

МНК). Линейной зависимость будет в худшем (очень 

редком) случае, а чаще же рост вычислительных затрат 

при росте числа искомых функций будет гораздо мед-

леннее.  

В соответствии с описанной методикой — для её 

проверки и демонстрации возможностей — была разра-

ботана реализация [3]. В ней осуществлялся поиск си-

нусоид,  показательных и линейных функций, полиномов 

2-й, 3-й и 4-й степеней, константных зависимостей (т.е. 

последовательностей одинаковых элементов), суммы 

двух синусоид, а также периодических подпоследова-

тельностей с периодами 2, 3, 4 и 5 отсчётов. Соответст-

венно, для этого вычислялись БИХ-фильтры 2-го, 3-го, 

4-го и 5-го порядков. 

Поиск приближенных функциональных 

зависимостей 

Исследования показали, что описанная методика по-

иска пригодна не только для обнаружения функций, 

проходящих точно через заданные точки (фактически 

интерполяция), но и для обнаружения аппроксимирую-

щей функции. Это очень важно, так как на практике в 

любом физическом сигнале присутствуют помехи. Об-

наружение аппроксимирующей функции отличается от 

описанной выше методики тем, что правила используе-

мые после вычисления коэффициентов фильтра немно-

го модифицируются. Модификация основана на том, что 

если форма сигнала близка к некоторой идеальной 

форме, то полученные коэффициенты фильтра тоже 

будут близки к коэффициентам, соответствующим 

функции, описывающей эту идеальную форму. Напри-

мер, сигналу с формой параболы соответствует фильтр 

с коэффициентами обратной связи, равными  –3, 3, –1 
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(это, фактически, соответствующее правило из базы 

знаний). Таким образом, если для имеющейся последо-

вательности получен фильтр с коэффициентами ОС, 

равными –3.04, 3.11, –0.97, то можно утверждать, что 

она аппроксимируется квадратичной функцией.  

В соответствии с этим, если требуется обнаружение 

приближённых функций, все правила из базы знаний 

модифицируются с учётом того, что все коэффициенты 

теперь должны принимать не фиксированные значения, 

а удовлетворять некоторым неравенствам. Также изме-

нятся и условия, отражающие взаимосвязь между ко-

эффициентами ЦФ, соответствующих «сложным» функ-

циям.  

К сожалению, пока не установлена закономерность, 

связывающая, например, отклонения значений коэффи-

циентов ЦФ от идеальных и среднеквадратичное откло-

нение членов последовательности на отрезке от иде-

альной функции. Поэтому значения допустимых откло-

нений коэффициентов в зависимости от требуемой точ-

ности пока представляется возможным получать только  

опытным путём. 

Возможность поиска приближённых функциональных 

зависимостей была опробована применительно к демо-

дуляции телеметрической информации (ТМИ) с коррек-

цией искажений. При передаче ТМИ, как правило, сиг-

нал модулируется синусоидой. В зависимости от скоро-

сти передачи при модуляции нулей и единиц скачкооб-

разно может изменяться либо только фаза, либо и час-

тота и фаза. Различной может быть и длительность пе-

редачи одного бита. Но в любом случае модулирован-

ный сигнал состоит из участков синусоид некоторой фа-

зы и частоты. Причины неидеальности сигнала на при-

нимающей стороне при этом известны: несущая на пе-

редающей стороне генерируется не идеально, всевоз-

можные помехи в канале передачи, шумы квантования 

при оцифровке сигнала на принимающей стороне и др.  

При этом в случае невозможности 100%-ной кор-

ректной демодуляции, бывает необходимо сохранять 

все записи сеансов связи в исходном виде. Хранение 

необработанной информации весьма накладно из-за 

больших размеров (например, запись минутного сеанса 

одного канала может занимать десятки мегабайт).  

Созданный программный продукт воплощает такие 

преимущества методики как возможность настройки на 

обнаружение конкретных функциональных зависимо-

стей, а также возможность использовать методику для 

обнаружения зашумлённых функциональных зависимо-

стей и, как следствие, для сжатия с потерей информа-

ции.  

Реализация была модифицирована для обнаруже-

ния только синусоид. Таким образом, вычислялись ЦФ 

только третьего порядка, что значительно ускорило ра-

боту программы. Для обнаружения зашумлённой сину-

соиды использовалось следующее правило:  

0 <  a1 < 3, 

|a1 + a2| ≤ e1, 

|a3 + 1| ≤ e2, 

где a1, a2, a3 — коэффициенты обратной связи ЦФ. Зна-

чения  e1 = e2 = 0.2 были получены опытным путём (при 

обнаружении идеальной синусоиды они должны быть 

равны нулю). Чем они больше, тем больше исходные 

данные могут отличаться от идеальной синусоиды.  

После обнаружения участка зашумлённой синусоиды 

её можно заменить на идеальную синусоиду, а значит 

хранить вместо неё только 4 коэффициента (a1, b0, b1, 

b2). Сохранение обработанной (демодулированной) ин-

формации сделано в двух вариантах. 

1. Сохраняется информация о распознанных участ-

ках синусоид, фазовых скачках и нераспознанных участ-

ках. Этой информации будет достаточно для отображе-

ния в программе визуализации, чтобы её последующую 

обработку мог закончить специалист (в части нераспо-

знанных участков). 

2. Если нераспознанных участков нет, - значит, най-

дены все фазовые скачки, и все нули и единицы моду-

лированного цифрового потока могут быть однозначно 

идентифицированы и подвергнуты окончательному де-

кодированию в соответствии с применяемой на пере-

дающей стороне схемой кодирования. 

Обнаружение сигналов известной формы и 

интеллектуальный анализ данных 

Два предыдущих приложения создают возможность 

использования алгоритма для обнаружения сигналов 

известной формы. Существуют области техники, где 

есть необходимость обнаружения коротких сигналов 

известной формы в непрерывно поступающих зашум-

лённых данных. Например, в приложениях радиолока-

ции необходимо обнаруживать искажённые копии лоци-

рующих сигналов. Такие сигналы, как правило, имеют 

несложную форму, которую можно описать функцией 

(функциями), известной предлагаемому алгоритму.  

Преимуществами данной методики обнаружения пе-

ред аналогами являются: 

•  лёгкая настраиваемость на одновременное обнару-

жение нескольких видов сигналов или сигналов, опи-

сываемых некоторой кусочной функцией; 

•  возможность быстрой аппаратной реализации. 

Второе преимущество вытекает из того, что в мето-

дике используется цифровая фильтрация, для которой 

есть эффективные аппаратные решения в виде DSP-

процессоров или реализаций на ПЛИС. При этом вне 

зависимости от сложности искомых функций, при работе 

алгоритма выполняются только самые простые опера-

ции (сложение, вычитание, умножение, сравнительно 

небольшое количество делений, сдвиговые регистры 

небольшой ёмкости). Например, при обнаружении сину-

соидальной функции вычисление синуса не требуется, 

равно как и при обнаружении полинома высокой степени 

ничего возводить в степень не надо. Ещё большее пре-

имущество в быстродействии можно получить при одно-

временном обнаружении нескольких видов сигналов, т.к. 

выше было указано, что вычислительные затраты рас-

тут медленно при увеличении количества различных 

обнаруживаемых функций. 

Другой большой и ещё достаточно новой областью, 

где также требуется поиск приближённых функциональ-

ных зависимостей и обнаружение интересующих зави-

симостей, является интеллектуальный анализ данных 

(Data Mining). В настоящее время в таких приложениях 

для обнаружения и прогнозирования часто используют-

ся такие методы как нейросети и генетические алгорит-
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мы. При этом известны такие недостатки этих методов 

как долгое время работы и необходимость начальной 

настройки, требующей специальных знаний. Поэтому 

предложенная методика может удачно дополнить арсе-

нал методов, используемых в приложениях Data Mining. 

Сжатие данных 

Выше было сказано, что вместо обнаруженного уча-

стка некоторой функции можно хранить коэффициенты 

соответствующего фильтра. Этот факт можно использо-

вать для сжатия данных. Причём, как вытекает из выше-

сказанного, предложенный алгоритм можно использо-

вать для сжатия, как с потерями информации, так и без 

них. При сжатии без потерь информации должны ис-

каться только функции, точно описывающие отрезки 

сжимаемой последовательности. А при сжатии с поте-

рями можно искать и аппроксимирующие функции. 

В общем случае метод сжатия, основанный на пред-

ложенном алгоритме, будет действовать по такой схеме. 

Просматривая с самого начала сжимаемые данные, ар-

хиватор ищет участки, описываемые (точно или при-

ближенно) какой-нибудь из известных ему функций. 

Вместо каждого такого участка в архиве будет сохра-

няться его длина, идентификатор обнаруженной функ-

циональной зависимости и некоторое количество коэф-

фициентов цифрового фильтра. Возможны и другие со-

четания, необходимые для восстановления сжатого 

блока данных, однако данное сочетание было выбрано 

как оптимальное с точки зрения как занимаемого разме-

ра, так и скорости восстановления данных.  

Поясним, например, почему было решено сохранять 

коэффициенты фильтра вместо параметров самой 

функции. Цель, ради которой они хранятся, одна — это 

восстановление отсчётов найденной функции, т.е., на-

пример, для участка данных, описываемого полиномом 

второй степени  

∑ ⋅
2

0=k

k

ki
is=y ,  

i = 0, 1, …, L, надо сохранить 3 параметра sk. При этом 

ему соответствует БИХ-фильтр третьего порядка с ше-

стью коэффициентами (три из них — коэффициенты 

обратной связи). На первый взгляд хранить коэффици-

енты невыгоднее. Однако выше уже упоминалось, что 

определённому типу функций соответствуют конкретные 

коэффициенты обратной связи ЦФ (для «простых» 

функций) или некоторые соотношения между коэффи-

циентами ЦФ (для «сложных» функций). Именно на этом 

и основана возможность обнаружения функциональных 

зависимостей. Поэтому часть коэффициентов можно не 

хранить, так как потом их можно будет восстановить, 

зная тип функциональной зависимости (в частности для 

этого сохраняется идентификатор функциональной за-

висимости). Например, для того же полинома второй 

степени не нужно хранить коэффициенты ОС, так как 

они будут иметь для такой функции фиксированное зна-

чение: –3, 3, –1. Таким образом, необходимо сохранять 

только оставшиеся три коэффициента — столько же, 

сколько и параметров функции. При этом их количество 

не зависит от длины L сжимаемого участка данных. По-

этому чем больше L, тем больше степень сжатия данно-

го участка. Для других видов функций, в том числе и 

«сложных», получается аналогично — количество ко-

эффициентов фильтра, которые необходимо сохранить, 

равно количеству параметров функции с учётом сво-

бодного члена.  

Для восстановления данных, можно использовать 

два разных способа: восстановление как отсчётов неко-

торой функции, взятой с равным шагом, и восстановле-

ние исходных данных как импульсной характеристики 

ЦФ. При этом второй способ, использующий именно 

коэффициенты соответствующего фильтра, вычисли-

тельно эффективнее. Поясним это на примере. Для по-

линома 4-й степени f(i) = a·i
4
 + b·i

3
 + c·i

2
 + d·i + e с целью 

восстановления каждого члена исходной последова-

тельности требуется 10 умножений и 4 сложения.  

Если же восстанавливать данные как импульсную 

характеристику ЦФ, то вычислительные затраты будут 

следующими. Полиному 4-й степени соответствует ЦФ 

5-го порядка с 5-ю коэффициентами ak и 5-ю коэффици-

ентами bk: 

( ) ( ) ( )knyaknxb=ny
=k

k

=k

k
−−− ∑∑

5

1

4

0

 

Поскольку x(n) в нашем случае является единичным 

импульсом, то первая сумма имеет ненулевое значение 

только при вычислении первых пяти значений y(n) и 

равно по сути bn, то есть для вычисления не требует 

даже умножения. Таким образом, восстановление каж-

дого члена исходной последовательности в худшем 

случае потребует 5 умножений и 4 сложения. При этом 

не происходит возведения в большую степень, поэтому 

вероятность переполнения или потери значимости го-

раздо меньше, чем в классическом случае. Поэтому, 

если не требуется знать точных выражений функций, 

описывающих участки исходных данных, (а сжатие — 

именно такой случай), то не стоит тратить время на вы-

числение их параметров. 

Вышесказанное говорит о том, что при сжатии можно 

вообще не определять, какой зависимости соответству-

ет найденный ЦФ и не вычислять её параметры. Это 

хорошо с точки зрения скорости, так как эти действия 

могут быть достаточно трудоёмки, особенно для «слож-

ных» функций. Основная задача алгоритма при сжатии 

— отыскание БИХ-фильтра, импульсная характеристика 

которого совпадает (при сжатии без потерь информа-

ции) или описывает с допустимой ошибкой (при сжатии с 

потерями) некоторый участок исходных данных. Опре-

деление вида соответствующей функции и её парамет-

ров при этом становится задачей вторичной и даже не-

обязательной.  

Этот приём использовался при создании пробной 

реализации архиватора [4], использующего данный ал-

горитм синтеза БИХ-фильтров по импульсной характе-

ристике. Чтобы эффективно сжимать данные архиватор 

должен иметь как можно большую базу знаний коэффи-

циентов обратной связи для «простых» функций и базу 

знаний правил определения «сложных» функций по ко-

эффициентам ЦФ. Эти знания определяют список функ-

ций, известных алгоритму. Каждой такой функции по-

ставлен в соответствие уникальный идентификатор. 

Размер идентификатора был принят равным 1 байту, 
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т.е. всего максимально такой архиватор мог бы «знать» 

256 функций. При обнаружении использовались порядки 

ЦФ от 2 до 7. С учётом перечисленного в начале статьи 

стандартного множества Φ (без учёта последнего пунк-

та), при помощи фильтров таких порядков можно обна-

ружить гораздо меньше функций, чем 256. Поэтому бы-

ло решено расширить множество известных архиватору 

функций за счёт линейных комбинаций уже известных 

функций. Однако таких комбинаций очень много, и вы-

числять для каждой правила, по которым её можно об-

наружить, нерационально. Вместо этого было сделано 

следующее. Алгоритмом обрабатывались наборы тес-

товых данных, и затем анализировались коэффициенты 

всех найденных фильтров, импульсные характеристики 

которых описывали достаточно длинные участки. 

Фильтры с наиболее часто встречающимися коэффици-

ентами ОС или некоторыми зависимостями, связываю-

щими коэффициенты фильтра, заносились в базу зна-

ний алгоритма (архиватора). Некоторые из этих фильт-

ров были позже проанализированы, и оказалось, что их 

импульсные характеристики действительно точно сов-

падают со значениями функций, являющихся линейны-

ми комбинациями других известных алгоритму функций. 

Делать это же для всех найденных фильтров не было 

необходимости. Главное, что в исходных данных такие 

фильтры описывали участки данных такого размера, что 

при их замене на коэффициенты фильтра достигается 

сжатие. Подобным образом было найдено несколько 

десятков функций (фильтров). Тем не менее, в автор-

ской реализации задействовано менее половины иден-

тификаторов. При этом было видно, что при внесении в 

базу знаний новых правил для обнаружения, тестовые 

файлы, по которым были обнаружены эти правила, по-

сле этого сжимаются лучше. 

Так как при сжатии может встретиться функция, не 

входящая в список известных алгоритму, но, тем не ме-

нее, описывающая достаточно длинный участок исход-

ной последовательности, то предусмотрена возмож-

ность сохранения и блока неизвестной зависимости. 

Разумеется, при этом приходится сохранять все коэф-

фициенты фильтра. 

Данный архиватор был сделан как универсальный, 

то есть он выполняет сжатие без потерь информации. 

Получившийся коэффициент сжатия хуже, чем у рас-

пространённых архиваторов. В скорости сжатия данная 

реализация также уступает аналогам, а скорость деком-

прессии получилась очень хорошей, так как при этом в 

соответствии с уравнением цифровой фильтрации вы-

полняются только самые простые команды — сложение 

и умножение. Основные пути улучшения сжатия: 

-  использование ЦФ более высоких порядков; 

-  расширение множества функций, известных алго-

ритму (приоритетными являются нерасходящиеся и 

медленно расходящиеся функции); 

-  использование сжатия с потерями информации. 

Вообще использование данного метода сжатия для 

универсального архиватора на практике является со-

мнительным. Данная реализация была сделана, прежде 

всего, для проверки и отработки алгоритма. Более пер-

спективным представляется использование алгоритма в 

областях, где, во-первых, в данных ожидается наличие 

зависимостей, выражаемых математической формулой, 

а, во-вторых, допустимо сжатие с потерей информации. 

Такой пример был представлен выше — это алгоритм 

демодуляции телеметрической информации с коррекци-

ей искажений. Полученная в том случае степень сжатия 

была гораздо выше, чем при сжатии без потерь. Кроме 

того, было использовано другое свойство алгоритма: 

возможность настройки на поиск только определённых 

функций, что послужило значительному ускорению ра-

боты. 

Упрощение алгебраических выражений 

Другим интересным возможным приложением для 

предлагаемого алгоритма синтеза БИХ-фильтров явля-

ется упрощение алгебраических выражений. При работе 

в современных математических пакетах с символьными 

выражениями они могут предоставлять возможность 

упрощения таких выражений. Как известно, справляются 

они с этой задачей не всегда успешно, иногда даже 

предлагая в качестве результата более сложную функ-

цию, или такую же, но записанную в менее читаемом 

виде. При этом для разных видов упрощаемых выраже-

ний разработаны разные методы, и в разных математи-

ческих пакетах могут быть реализованы разные  сочета-

ния этих методов [5]. 

Решение такой задачи с использованием алгоритма 

А1 может быть выполнено по довольно простой методи-

ке. Пусть имеется алгебраическая запись функции от 

одного переменного f(x). Приложение вычисляет после-

довательность значений этой функции с постоянным 

шагом, а затем выполняет действия, описанные в пер-

вом пункте данной статьи — «Поиск точных функцио-

нальных зависимостей в числовых последовательно-

стях». Если окажется, что полученной последователь-

ности соответствует некоторая функция из базы знаний 

и она отличается от исходной, то задачу упрощения 

можно считать решённой. Вероятность того, что най-

денная функция будет сложнее, чем исходная, практи-

чески отсутствует, так как методика построена так, что 

ищет самую простую функцию, проходящую через за-

данный набор точек (в отличие от распространённых 

способов отыскания интерполирующих функций). А точ-

нее — функцию с наименьшим количеством парамет-

ров.  

Например, для последовательности {1, 1, 1, 1, 1, 1, 

…} будет найдена функция y=1, а не синусоида, или 

многочлен степени, равной длине последовательности 

минус один. Аналогично, для последовательности {0, –1, 

0, 3, 8, …} будет найдена парабола y=x
2
–1. А не какая-

либо функция с бóльшим числом параметров, которых 

на самом деле бесконечно много.  

При этом надо учитывать тот факт, что методика 

может ошибиться в случае, если исходная функция (а 

значит и искомая) — периодическая, а шаг, с которым 

брали её значения, — больше половины периода (сле-

дует из теоремы Котельникова). Если шаг недостаточно 

мал или, более того, кратен периоду исходной функции, 

то будет найдена неверная функция. Однако такой 

ошибки несложно избежать. Надо всего лишь после то-

го, как найдена некоторая функция, протабулировать 

исходную функцию с меньшим шагом и ещё раз осуще-
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ствить поиск. Если найдена другая функция, значит, на 

предыдущем шаге значения функции f(x) были взяты со 

слишком большим шагом. Более того, если упрощение 

выполняется в полуавтоматическом режиме, когда 

пользователь может указывать некоторые параметры 

для функции упрощения, то ему часто уже заранее мо-

жет быть известно о наличии периодичности и значении 

периода анализируемой функции, и он сможет его ука-

зать, с тем чтобы ускорить поиск. 

Разумеется, такая методика будет успешно упро-

щать выражения только до известных ей функций. По-

этому, как и в вышеприведённых приложениях, можно 

указать на необходимость расширения множества 

функций, входящих в базу знаний. Для решения задач 

упрощения алгебраических выражений и поиска функ-

циональных зависимостей будет весьма полезно внесе-

ние в базу знаний сочетания не только линейных комби-

наций уже известных функций, но и более сложных ком-

бинаций, например, произведений таких функций. 

Быстрая генерация подряд идущих значений 

заданной функции 

В разных приложениях ЦОС могут потребоваться 

массивы значений различных функций, например сину-

са. Предложенный алгоритм может стать основой для 

процедуры быстрой генерации значений заданной 

функции одного переменного, равноотстоящих по оси 

абсцисс. Для этого до генерации (один раз) должен быть 

найден БИХ-фильтр, соответствующий нужной функции. 

Затем, вычисляя L первых отсчётов импульсной харак-

теристики фильтра, получаем значения требуемой 

функции для значений аргумента 0, 1, 2, 3, …, L–1. Если 

требуются значения функции для другого диапазона и с 

другим, но постоянным шагом, эту задачу легко можно 

привести к решаемой при помощи замены переменной. 

При этом функция не изменит свой вид, а изменятся 

только её параметры (по крайней мере, это выполняет-

ся для всех функций, входящих сейчас во множество 

функций, известных алгоритму, а значит, также выпол-

няется и для их любой линейной комбинации). Напри-

мер, значения функции c+)+x(wk=(x)y
1111

sin ϕ , 

взятые с равным шагом s на интервале [t1, t2], можно 

вычислить как значения другой функции 

c+)+x(wk=(x)y
2222

sin ϕ , взятые на интервале [0, t3] 

с единичным шагом. 

Почему данный подход имеет преимущество в ско-

рости перед непосредственным вычислением значений 

некоторой функции, было дано выше в пункте о сжатии. 

Причина кроется в разнице количества выполняемых 

операций и в том, что при вычислении импульсной ха-

рактеристики используются только простейшие опера-

ции сложения и умножения. 

В частности, был проведён вычислительный опыт 

для вычисления массива значений синуса. Измерялась 

скорость заполнения массива в тысячи значений синуса 

в диапазоне (0, 2π) с равномерным шагом. Один массив 

заполнялся с использованием стандартной функции 

вычисления синуса на языке Си. Второй — при помощи 

предложенного метода. Вычисления производились на 

процессорах популярной архитектуры x86. На вычисли-

тельных системах разных конфигураций (с процессора-

ми разных поколений — от Pentium II до Pentium-4) ско-

рость авторского метода превосходила скорость вычис-

ления стандартным путем в 5-25 раз. Из-за того, что при 

генерации каждого члена импульсной характеристики 

БИХ-фильтра используются значения предыдущих чле-

нов, в вычислениях с плавающей запятой имеется нака-

пливаемая погрешность. В данном случае погрешность 

могла быть оценена сравнением со значениями первого 

массива. Она составила для первых членов массива — 

порядка 10
–18

, для последних — порядка 10
–12

. В подав-

ляющем большинстве приложений это можно считать 

приемлемой точностью. К тому же, некоторыми алго-

ритмическими методами можно уменьшить погрешность 

для последних членов и,  соответственно, среднюю 

ошибку. Кроме того, погрешность имеет место только 

для определённых целевых функций, когда фильтр 

имеет нецелые коэффициенты, а в остальных случаях 

фильтр и его импульсная характеристика получаются 

целочисленными.  

Кроме того, стоит упомянуть, что если для работы 

приложения необходим только один массив, то не имеет 

большого смысла оптимизировать этот процесс. В этих 

случаях  такой массив обычно вычисляется в начале 

работы (или просто прошивается в постоянной памяти), 

а затем используется выборка из массива значений. 

Предложенную методику стоит использовать при нали-

чии каких-то из указанных ниже условий: таких массивов 

может быть несколько, целевые функции заранее точно 

неизвестны, и массивы будут генерироваться во время 

работы приложения; недостаточно памяти  для хране-

ния предварительно вычисленных массивов значений, 

либо значения целевой функции будут нужны всего 

один-два раза и при этом в порядке возрастания аргу-

мента. 

Перспективы развития алгоритма 

Наиболее востребованными направлениями разви-

тия предложенного алгоритма синтеза БИХ-фильтров и 

его приложений, являются следующие: 

1. Расширение на многомерный случай. На данный 

момент все сделанные реализации приложений алго-

ритма являются одномерными. При сжатии данные 

сжимаются как одномерный поток чисел, при обнаруже-

нии — ищутся только одномерные сигналы (функции) и 

т.д. Однако в приложениях сжатия, обнаружения и Data 

Mining может найти применение многомерная модифи-

кация алгоритма. Например, двухмерная — для сжатия 

изображений. 

2. Поиск новых функций, для которых существуют 

соответствующие фильтры. Выше уже не раз упоми-

налось о необходимости расширения множества из-

вестных алгоритму функций. Это положительно повлия-

ет на потенциальные возможности всех приложений 

алгоритма. Кроме линейных комбинаций было бы очень 

полезно определить применимость алгоритма к более 

сложным комбинациям известных алгоритму функций, 

например, произведениям функций. Во время написания 

статьи было обнаружено несколько видов функций, не 

входящих во множество Φ, для которых алгоритм А1 

работоспособен. Среди них есть функции, сходящиеся к 

нулю, функции, стабилизирующиеся со временем к пе-
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риодическим функциям, и функции, являющиеся произ-

ведением функций уже известных алгоритму.  

3. Расширение множества известных алгоритму 

функций при помощи разложения в ряд Тейлора. Тот 

факт, что описанная выше методика поиска функцио-

нальных зависимостей способна обнаруживать много-

члены любых порядков, наталкивает на мысль, что можно 

использовать разложения в ряд Тейлора других функций, 

неизвестных алгоритму, для их обнаружения с некоторой 

допустимой ошибкой. Например, для функций логарифма 

или обратных тригонометрических функций не удалось 

аналитическим путём доказать существование соответст-

вующего БИХ-фильтра или определить возможный поря-

док такого фильтра. Однако известны разложения этих 

функций в бесконечный степенной ряд Тейлора, являю-

щиеся, по сути, полиномами бесконечной степени. Ис-

пользование рядов Тейлора для приближённого вычис-

ления значений функций известно давно. Точность вы-

числения зависит от количества взятых первых членов 

разложения функции в ряд. При этом, чем больше сла-

гаемых, тем меньше ошибка вычисления, но больше вы-

числительных затрат. Поэтому в ресурсоёмких приложе-

ниях и системах реального времени следует использо-

вать настолько короткий ряд, насколько позволяет значе-

ние допустимой ошибки вычисления. Допустимая ошибка 

может быть определена из требуемой точности приложе-

ния или предельной точности используемых вычисли-

тельных средств. После того, как выбрано допустимое 

значение ошибки, можно, основываясь на разложении 

интересующей функции (в виде остаточного члена ряда, 

наличии/отсутствии знакопеременности членов ряда) 

определить минимальное количество членов ряда, кото-

рые необходимо вычислять.  

4. Синтез целочисленных фильтров. Известно, что 

использование целочисленных фильтров и DSP-

процессоров с фиксированной точкой в ряде случаев 

выгоднее, чем фильтров с вещественными коэффици-

ентами и процессоров с плавающей точкой. Операции с 

целыми числами выполняются быстрее, целые числа 

часто занимают меньше памяти. Поэтому, если будут 

найдены классы сходящихся к нулю функций, для кото-

рых предложенным алгоритмом можно найти соответст-

вующий фильтр, либо будут найдены методы отыскания 

таких функций, то алгоритм можно будет использовать 

для синтеза устойчивых БИХ-фильтров. При этом было 

обнаружено, что если члены исходной импульсной ха-

рактеристики являются целыми числами, то соответст-

вующий ей фильтр в большинстве случаев тоже цело-

численный. Исключение составляют случаи, когда в 

функции, описывающей члены импульсной характери-

стики, в качестве слагаемого присутствует синус (коси-

нус). Возможность алгоритма работать в целых числах 

была использована в пробной реализации архиватора. 

Заключение 

Таким образом, предложенный ранее алгоритм син-

теза БИХ-фильтров по импульсной характеристике, опи-

сываемой функцией из определённого множества, на-

ходит применение в ряде областей теории и практики 

ЦОС.  

Поскольку в приложениях предложенного алго-

ритма одним из этапов является вычисление им-

пульсной характеристики (т.е. фактически — процесс 

фильтрации единичного импульса), то хорошим из-

вестием можно считать объявление фирмы Intel, о 

том, что в 2009 году процессоры этой фирмы будут 

дополнены расширением команд AVX (Advanced 

Vector eXtensions), содержащим команды для реали-

зации БИХ-фильтрации [6]. Это сделает возможным 

создание ещё более эффективной реализации алго-

ритма и его приложений на ПК.   
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How algorithm may be used for searching of exact or 

approximate functional dependencies, signals detection, 

data compression, simplification of mathematical expres-

sions, fast generation of prescribed function values array is 

described in the article. Also possible ways of algorithm 

evolution are given. 

 

 

 

 

 

  




