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Для проверки точности вычисления коэффициентов Фурье с по-
мощью дискретного преобразования Фурье применено правило Рунге. 
В ходе исследования установлено, что не более 5% от общего числа 
вычисленных коэффициентов Фурье для простейшей линейной функ-
ции имеют относительную погрешность 0.005. Применение правила 
Симпсона позволяет существенно увеличить количество достоверно 
вычисленных коэффициентов Фурье для детерминированной функции. 
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Введение 

Измерение массивов физических 
параметров с помощью цифровых 
приборов во многих случаях требует применения 
методов обработки некоррелированных сигналов. 
Например, применение цифровых профилометров, 
атомных силовых микроскопов AFM при анализе мик-
ро- и нано- геометрии поверхности твердого тела [1, 
2]. Однако проблема достоверного перехода от дис-
кретных значений к непрерывной функции является 
одной из основных при построении математических 
моделей физических процессов. 

Ряды Фурье традиционно используются при ана-
лизе цифровых сигналов. В этом случае экстраполя-
ция значений отрезка ряда Фурье выполняется ав-
томатически с помощью условий периодичности. 
Вместе с тем точность интерполяции связана с чис-
лом измеренных значений и правилами аппроксима-
ции функции, используемой для вычислений коэф-
фициентов Фурье. При этом критериев определения 
точности вычисленных коэффициентов Фурье  ранее 
в публикациях сформулировано не было, хотя ука-
зывалось на существование данной проблемы [3, 4]. 
Известен ряд модификаций дискретного преобразо-
вания Фурье, нацеленных на уменьшение числа вы-
полняемых математических операций [4], однако 
достоверность вычислений в них также не коммен-
тируется. 

Основные положения теории рядов Фурье 

Будем предполагать, что сигнал )(xf  является не-
прерывной функцией на ( ),0 , тогда )(xf  принадлежит 
функциональному пространству ( ),02L  с нормой [5]: 
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Пусть при этом будут выполнены условия (рис. 1): 

0)0( =f , 0)( =f . (2) 

 
Рис. 1. Функция )(xf , дискретное множество ее зна-
чений в узловых точках, полученных на равномерном 

разбиении отрезка интегрирования 

Будем также предполагать, что функция )(xf  явля-
ется нечетной на ( ),−  и периодической с периодом 

 2  на вещественной оси ( )∞∞− , . В этом случае )(xf  
может быть представлена в виде сходящегося ряда Фу-
рье [5, 6]: 
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Дискретное преобразование Фурье. Надежность 
вычислений 

Рассмотрим функцию )(xf , удовлетворяющую усло-
виям пункта 1. Будем предполагать, что мы имеем мно-
жество значений )( nn xff =  в ограниченном числе уз-
ловых точек на трассе длиной  с координатами 

hnxn ⋅= , Nn ,...,0= , где Nh =  - однородный шаг 
разбиения, ( )1+N  - число узловых точек (рис. 1).  
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Будем предполагать, что N  является четным. Рас-
смотрим непрерывную аппроксимацию функции )(xf  с 
помощью рядов Фурье на отрезке [ ],0  принимая во 
внимание множество дискретных значений ( ){ }N

nnn fx 0, =
, 

где 0)( == ff N  (2), [6]. 
Естественно предположить, что верно следующее 

интерполяционное правило для  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅ xkxf πsin)( , где k  - фиксированное целое число: 

[ ) ( )1,...,0,,,sinsin)( 1 −=∈⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅≈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅ + Nnxxxxkfxkxf nnnn

ππ .(5) 

В соответствии с (5) интеграл (4) может быть при-
ближенно вычислен с помощью следующего правила: 
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( )1,...,1 −= Nk . 

Применение интерполяционного правила (5) означа-
ет, что правило левых прямоугольников использовано 
для вычисления коэффициентов Фурье (4). Полученное 
выражение для khb ,  известно еще как дискретное пре-
образование Фурье (ДПФ). 

В справочной литературе [6] указывается, что оно 
решает проблему тригонометрической интерполяции. 
Однако проверим, с какой точностью ДПФ вычисляет 
значения соответствующих коэффициентов. Для этого 
используем известное и широко применяемое при ите-
рационном вычислении интегралов правило двойного 
пересчета (правило Рунге). Для этого необходимо 
обобщить ДПФ (6) на случай вычисления приближенно-
го значение kb  (4) с однородным шагом h⋅λ , где 0>λ  - 
целое число равное 1 или 2 в зависимости от того, с 
каким шагом ведется расчет. Рассмотрим множество 
значений )( *

nxf  в ограниченном числе узловых точек на 
трассе длиной  с координатами nhxn ⋅⋅= λ* , 

( )λNn ,...,0= . Очевидно, что nn xx ⋅= λ
*  и, следова-

тельно,  
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Тогда (6) может быть записано в виде: 
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( )1,...,1 −= λNk . 
Известно, что khk bb ,2⋅≈  с относительной погрешно-

стью   η , когда выполнено следующее равенство (пра-
вило Рунге): 

( )2,...,1,,2,2, Nkbbb khkhkh =⋅<− ⋅⋅ η . (8) 

Следовательно, процедуру определения числа 

effectiveN  ( 2effective NN < ) достоверно вычисленных ко-
эффициентов Фурье можно определить следующим 
образом: необходимо установить пороговое значение 
относительной ошибки  η  (8) (например,  0.005η = ) и 
начиная с 1=k  последовательно увеличивать k  пока 
не получим число effective +1k N= , при котором значения 

( )1, effective +Nhb  и ( )1,2 effective +⋅ Nhb  не будут удовлетворять 
неравенству (8). 

Следует отметить, что ДПФ в виде (7) можно также 
получить, используя квадратурное правило трапеции, 
принимая во внимание условие (2). 

Рассмотрим процедуру определения числа effectiveN  
достоверно вычисленных коэффициентов Фурье для 
следующей функции )(xf , определенной на интервале 
[ ]1,0 : 
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Будем предполагать, что функция (9) нечетная на 
интервале [ ]1,1−  и периодическая на ( )∞∞− , . В этом 
случае )(xf   может быть представлена рядом Фурье. 
Численный тест по определению достоверно опреде-
ленных коэффициентов Фурье выполнен для 996=N  
узловых точек на отрезке [ ]1,0 . Установлено, что количе-
ство достоверно вычисленных коэффициентов Фурье 

44effective =N  (относительная погрешность 005.0 ), что 
существенно меньше 4982 =N  (Таблица 1). 

Метод увеличения числа достоверно вычисленных 
коэффициентов Фурье 

Многие модификации ДПФ были выполнены для то-
го, что бы сократить число необходимых математиче-
ских операций, однако к настоящему моменту нет ис-
следований, посвященных повышению количества дос-
товерно вычисленных коэффициентов Фурье. В преды-
дущем разделе статьи было установлено, что не более 
5% коэффициентов Фурье линейной на отрезке функции 
имеют относительную ошибку 005.0 . 

Актуальность данного раздела заключается в том, что в 
нем представлен метод, позволяющий увеличить в не-
сколько раз количество достоверно вычисленных коэффи-
циентов Фурье. Будем предполагать, что mN ⋅= 4 , где 
m  - целое число. В этом случае количество достоверно 
вычисленных коэффициентов Фурье может быть значи-
тельно увеличено с помощью применения правила Симп-
сона при вычислении интеграла в (4) [6].  

Таблица 1.  
Определение достоверно вычисленных коэффициентов с помощью ДПФ в виде (7) 
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1 0.63662 0.637 0.637 2.5e-06 
2 -0.31831 -0.318 -0.318 9.9e-06 
3 0.212207 0.212 0.212 2.2e-05 
… … …. …. … 
43 0.01481 0.01471 0.01478 0.00461 
44 -0.01446 -0.01438 -0.01445 0.00483 
45 0.01415 0.01405 0.01412 0.00505 
… … … … … 
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Таблица 2.  
Применение метода вычисления коэффициентов Фурье, основанного на правиле Симпсона  
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1 0.63662 0.6366 0.6366 8.25e-012 
2 -0.31831 -0.3183 -0.3183 1.32e-010 
3 0.212207 0.2122 0.2122 6.68e-010 

…. … …. …. … 
152 -0.0041883 -0.00421 -0.00419 0.00494 
153 0.0041609 0.004183 0.004162 0.00508 
154 -0.0041339 -0.004157 -0.004135 0.00522 
… … … … … 
 
Принимая во внимание условие (2), правило вычисле-

ния коэффициентов Фурье (4), с однородным шагом h⋅λ  
принимает вид: 
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Анализ вычислительной эффективности формулы (10) 
в смысле критерия (8) проведен для функции )(xf  (9) на 
отрезке [ ]1,0  и представлен в Таблице 2 ( 996=N ). Оче-
видно, что метод вычисления (10) позволил увеличить ко-
личество достоверно вычисленных коэффициентов Фурье 
до 152effective =N  (Таблица 2), т.е. практически в 3 раза. 

В ходе вычисления коэффициентов Фурье заданного сиг-
нала )(xf  по множеству дискретных значений ( ){ }N

nnn fx 0, = , 
где 0)()( == fxf N , с установленной точностью 

05.0=η  было показано, что можно достоверно (в смысле 
правила Рунге (8)) вычислить около 10 коэффициентов Фу-
рье. При этом для последовательности дискретных значений, 
не содержащей выраженного детерминированного сигнала, 
формулы (7) и (10) имеют приблизительно одинаковую эф-
фективность. Следует также отметить, что достоверно вы-
численные коэффициенты Фурье расположены не подряд, 
как в случае с функцией (9), а вразброс. Остальные коэффи-
циенты Фурье вычислить достоверно не возможно. По-
видимому, разность множества дискретных значений и выде-
ленного с помощью правила Рунге гармонического (детерми-
нированного) сигнала может характеризоваться только веро-
ятностными характеристиками (плотностью распределения, 
моментами произвольного порядка). 

Использование известного метода интерполяции функ-
ции )(xf  с помощью полиномов степени n  ( Nn <<0 ) 
[6] не дает должного эффекта, так как в этом случае не 
возможно отделить достоверно вычисленные коэффици-
енты исходного сигнала от коэффициентов, обеспечиваю-
щих приближение к гипотетически навязанному правилу 
интерполяции (например, к ступенчатой функции при ис-
пользовании правила левых прямоугольников). 
Заключение  

В ходе проведенных исследований установлено, что не 
более 5% от общего числа вычисленных коэффициентов 
Фурье для простейшей линейной функции имеют относи-
тельную погрешность 0.005. Применение правила Симпсо-
на позволяет  существенно увеличить количество досто-
верно вычисленных коэффициентов Фурье для детерми-
нированной функции. 

Использование известного метода интерполяции функции 
)(xf  с помощью полиномов степени n  ( Nn <<0 ) [7] не 

дает должного эффекта, так как в этом случае не возможно 
отделить достоверно вычисленные коэффициенты исходного 
сигнала от коэффициентов, обеспечивающих приближение к 
гипотетически навязанному правилу интерполяции. 

Для дискретной последовательности значений, не со-
держащей выраженного детерминированного сигнала, 
формулы (7) и (10) имеют приблизительно одинаковую 
эффективность. Следует также отметить, что достоверно 
вычисленные коэффициенты Фурье расположены не под-
ряд, как в случае с функцией (9), а вразброс. Разность 
элементов множества дискретных значений, определяю-
щих некоррелированный сигнал, и соответствующих им 
значений выделенного с помощью правила Рунге гармони-
ческого (детерминированного) сигнала может характери-
зоваться только вероятностными характеристиками (плот-
ностью распределения, моментами произвольного поряд-
ка), но не коэффициентами ряда Фурье. 
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CALCULATION OF SURE FOURIER 
COEFFICIENT OF DIGITAL SIGNAL 

A.S. Kravchuk, A.I. Kravchuk, Z. Rymuza 

The Runge rule have applied for verification accuracy of cal-
culation of spectrum with help of Fourier Transformation. We 
have established that no more than 5% of calculated Fourier 
coefficients for simplest functions have a relative error 0.005. The 
application of Simpson rule to calculation of Fourier coefficient is 
allowed rasing the number of sure culculated coefficient. 




