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Произведен анализ проверочных матриц нерегулярных квази-
циклических низко-плотностных кодов WPAN (IEEE 802.15.3c) стан-
дартa (QC-LDPC). Установлено, что проверочные матрицы явля-
ются квадратичными и обратимыми. В связи с этим к расчету по-
рождающих матриц применен традиционный метод с приложением 
к квазициклическим низкоплотностным кодам. Приведены методы 
кодирования и декодирания QC-LDPC кодов на основе проверочных 
матриц. Предложена аппаратура кодирования этих кодов. Пред-
ставлены результаты моделирования эффективности декодиро-
вания LDPC кодов WPAN-стандарта в канале с АБГШ для случая 
двоичной фазовой модуляции. 
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Введение  
Системы связи и вещания, в частности 

беспроводные системы, часто подвержены 
помехам, в связи с чем использование поме-
хоустойчивых кодов имеет важное значение. 
Среди помехоустойчивых кодов LDPC коды, 
предложенные Галлагером [1] и позже вновь 
открытые Маккеем и Нилом [2], появляются 
как класс кодов, которые обладают эффективной способ-
ностью исправлять ошибки в каналах связи. Превосход-
ная эффективность декодирования этих кодов получает-
ся при использовании алгоритма декодирования, вычис-
ляющего итеративно распределение вероятностей в 
граф-орентированной модели, который известен в лите-
ратуре как «belief propagation algorithm» (BPA). В отечест-
венной литературе этот метод известен как алгоритм де-
кодирования с итеративным распространением доверия 
(АРД) [3]. Следует отметить, что в литературе существует 
большое количество модификаций этого алгоритма (ал-
горитмы, основывающиеся на логарифмическом отноше-
нии функций правдоподобия, упрощенные методы). Не-
которые сведения о модификациях можно найти в [11]. В 
настоящее время LDPC коды со средней пропускной спо-
собностью используются в стандартах как DVB-S2, 
WiMax(IEEE 802.16e) и WLAN(IEEE 802.11n). Более того, 
LDPC коды с высокой пропускной способностью исполь-
зуются в стандарте WPAN (IEEE 802.15.3c). Следует от-
метить, что во всех перечисленных стандартах исполь-
зуются квази-циклические низкоплотностные коды (QC-
LDPC). 

QC-LDPC коды, основные определения 

LDPC коды универсально специфицируются их про-
верочными матрицами. Проверочная матрица QC-LDPC 
кода задается как массив циркулянтов (перестановочных 
матриц) одного и того же размера. Циркулянт [4] пред-
ставляет собой квадратную матрицу )( bb , в которой 
каждая последующая строка является циклическим сдви-
гом вправо на одно место предыдущей строки. Индекс 
сдвига определяет позицию «1» в первой строке матри-
цы. Весы строк и столбцов в циркулянте одни и те же, 
скажем к примеру 1w . Для простоты можно сказать, 
что циркулянт имеет вес Хэмминга w . Если 1w , то 
циркулянт есть циклическая перестановочная матрица. 
Циркулянт полностью характеризуется его первой стро-

кой (или первым столбцом), которую называют генерато-
ром циркулянта. LDPC код определяется матрицей раз-
мера mn , где n  длина кода и m число проверочных 
бит в коде. Число имформационых бит определяется как 

mnk  . Проверочная матрица qcH QC-LDPC кода с 
размерностью ct , где tbn  и cbm  , может 
быть построена путем соединения ct  циклических пе-
рестановочных матриц размерности )( bb . 

Матрица qcH QC-LDPC кода для двух натуральных чи-
сел t  и c  с tc может быть определена как массив 
циркулянтов ji,A в поле )2(GF : 
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Структуру QC-LDPC кода можно определить на осно-
ве его проверочной матрицы в циркулянтной форме, оп-
ределенной формулой (1). На основе этой формы, каж-
дая кодовое слово ν может быть разделено на секции 

),,,( 21 t ν , и каждая секция j включает b компо-
нент (бит). Для tj 1 , b компонент j -ой секции со-
ответствуют b столбам j -го столбца циркулянта в qcH .  

Анализ проверочных матриц и метод кодирования 

LDPC коды, используемые в системе WPAN [5], явля-
ются систематическими нерегулярными QC-LDPC кода-
ми. Табл. 1 для примера иллюстрирует проверочную 
матрицу LDPC кода с кодовой скоростью R = 7/8. 

Индекс -1 определяет нулевую перестановочную мат-
рицу (матрица состоит из одних нулей). Проверочная 
матрица состоит из двух частей  21qc HHH  , где 

1H субматрица соответствует информационным битам, и 
2H представляет проверочные биты кодового слова. Ко-

довое слово должно удовлетворять уравнению 
0 T

qc νH . 
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Таблица 1. Проверочная матрица LDPC кода с кодовой скоростью R = 7/8 

Анализ проверочных матриц всех кодов показывает, 
что 2H  - части матриц qcH  квадратичны и обратимы, в 
том числе и для LDPC кода с R=7/8. В этом случае для 
расчета порождающей матрицы qcG  может быть исполь-
зован традиционный метод [6] с применением к QC-LDPC 
кодам. Исходя из этого, субматрицу 2H можно предста-
вить в виде 
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Порождающая матрица может быть представлена как 
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где I  - единичная матрица размерности bb , O  - ну-
левая матрица размерности bb  и ji,G  - циркулянты  
с cti 1 и cj 1  и размерностью bb .  

Порождающая матрица (3) состоит из двух частей: 
левой части c)b(tI   и правой части P . Левая часть матри-
цы c)b(tI  с bctbct )()(   представляет собой единич-
ные матрицы, расположенные на главной диагонали, а 
правая часть - массив циркулянтов. Представление кода 
в форме (3) является систематическим представлением 
[6]. Левая часть отображает информационные биты кодо-
вого слова, правая часть - его проверочные биты. Необ-
ходимым и достаточным условием для существования 
порождающей матрицы qcG  является условие 

OGH T
qcqc  . Допустим ji,g  представляет собой генера-

тор циркулянта ji,G . Когда ji,g  известны, можно сформи-
ровать все циркуланты порождающей матрицы qcG . 

Таким образом qcG  характерезируется полностью 
группой )( ctc   генераторов. Допустим )0,,0,1( u  
есть группа из b бит с ‘1’ в первой позициии и 

)0,,0,0( 0  - группа, которая содержит только нули. 
Для cti 1  первый ряд субматрицы iG определяет-
ся следующим образом 

)ggg00u0(0g ci,i,2i,1i  , (4) 

где группа uнаходится в i - ой позиции ig .  
Обозначим )( ci,i,2i,1 ggg iz  и  TT

ic,
T

i1, AAH )(
1
i . 

Тогда выражение 0gH T
iqc  дает следующее равенство: 

0zHuH T
i2

T )(
1

i . (5) 

Поскольку 2H есть квадратная матрица и имеет пол-
ный ранг, то она обратима. Тогда из (5) следует 

T(i)
1

1
2

T
i uHHz  . (6) 

Решение (6) для cti 1  дает все генераторы 
ji,g  порождающей матрицы qcG . 
Обозначим ),,,( )(21 bctaaa  a как информацион-

ную последовательность бит bct )(  , подлежащих 
кодированию. После деления информационых бит на 
секции )( ct   равной длины )a,,a,(aa ct21   , кодо-
вое слово можно представить в форме qcaGv  , ко-
торое имеет систематическое представление: 

)p,,p,p(a,v c21  . Здесь c21 p,,p,p   - секции рав-
ной длины b , где каждая секция представляет собой 
проверочные биты ),,,( ,2,1, bjjj ppp jp . Провероч-
ные биты в каждой секции вычисляются в соответст-
вии с выражнием 

jc,tctj2,2j1,1j GaGaGap   . (7) 

На основании рассмотренного метода были вы-
числены генераторы для всех порождающих матриц 
стандарта. Например, рис. 1 иллюстрирует генерато-
ры, вычисленные для LDPC кода с кодовой скорос- 
тью R=7/8. 

  0  000200  000011  01100c  048088    14  000001  005000  104028  028a88 
  1  001000  000208  008031  01904c    15  000200  000000  004004  105020 
  2  000008  009000  020248  048071    16  000400  000012  012009  043094 
  3  000010  010008  049080  0a02c8    17  000004  004400  010032  032029 
  4  000004  004200  014021  020004    18  000001  001004  000408  01803a 
  5  001000  00000c  00c220  01c061    19  000010  010001  041084  080488 
  6  004000  001020  02008c  02c320    20  000020  020020  0a0120  1e0000 
  7  000200  004001  000024  021084    21  040000  000220  020821  0a1121 
  8  100000  000808  00a044  0640c4    22  000020  060000  080320  120921 
  9  000080  180000  000c09  00a446    23  000020  020020  0e0100  180220 
10  000040  040080  080200  000e08    24  000020  020010  090900  040184 
11  000008  008040  0600c0  0c0240    25  100000  000820  022014  094904 
12  100000  000a00  002004  000000    26  000800  100004  004830  026034 
13  004000  100020  020a80  022104    27  000010  010800  140084  0848b0 

Рис. 1.  Генераторы порождающей матрицы для LDPC кода с R=7/8 
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Рис. 2.  Структура кодера 

Представление qcG  в виде генераторов очень прак-
тично при разработке аппаратуры. В основе кодера  
лежит циклический сдвигающий регистр, который перво-
начально загружается генератором и в процессе после-
довательных сдвигов реализует циркулянт. Рис. 2 пред-
ставляет структуру кодера. Кодер передает инфор-
мационные биты на выход, как биты кодового слова.  
Одновременно кодер вычисляет проверочные биты 

),,,( ,2,1, bjjj ppp jp  путем последовательного выпол-
нения умножения циркулянтов на группы информацион-
ных бит. Непосредственное осуществление матричного 
умножения показано на рис. 2, как это предлагает Лин [7]. 

Циклические сдвигающие регистры, каждый длины b , 
загружаются генераторами (первая строка рис. 1). Для 
каждого информационного бита ))(,,1( bctmam   , 
в свою очередь, эти регистры циклически сдвигаются 
один раз. Если ma = 1, то выполняется операция XOR и 
результат загружается в выходной регистр (проверочные 
биты). Когда операция перемножения циркулянтов на 
информационные биты группы завершена, следующие 
генераторы cggg ,12,11,1 ,,,   загружаются в регистры 
сдвига, и операция кодирования повторяется. Процесс 
кодирования завершается, когда последняя группа цир-
кулянтов (27, рис. 1) перемножается на последнюю группу 
информационых бит (27). После кодирования все прове-
рочные биты находятся в выходном регистре. 

Декодирование QC-LDPC кодов 

Для декодирования QC-LDPC кодов широко использу-
ется алгоритм послойного декодирования (layered deco-
ding), развитый в работах [8-9]. Применение этого алго-
ритма для декодирования кодов в стандартах DVB-S2, 
WiMax(IEEE 802.16e) и WLAN(IEEE 802.11n) изложено  
в работе [10]. В настоящей работе этот алгоритм при-
менен для декодирования кодов стандарта WPAN  
(IEEE 802.15.3c). Коротко остановимся на особенностях 
алгоритма: 

1. Декодер, спроектированный при использовании это-
го алгоритма, требует меньшего объема памяти чем 
стандартый декодер, реализирующий стандартный двух-
фазный метод декодирования – «сумма произведение» 
(two-phase message-passing, TPMP algorithm) [10]. 

2. Скорость сходимости алгоритма существенно выше 
чем у «TPMP» (алгоритм выполняет меньше итераций  
 

для достижения равной эффективности декодирования).  
При описании алгоритма воспользуемся метрикой, на-

зываемой логарифмическим отношением функций прав-
доподобия (log-likelihood ratio - LLR), которая определяет-
ся выражением  













)1|(
)0|(ln)|(

xyp
xypyxLLR .  

Допустим, ],...,,[ 21 nxxxx   обозначает кодовое сло-
во, которое модулируется при использовании двоичной 
фазовой модуляции, и модулированные значения х пере-
даются по каналу с белым аддитивным гауссовым шумом 
(АБГШ). Допустим ],...,,[ 21 nyyyy   обозначает входную 
последовательность принятых сигналов (символов). Де-
модулятор принимает входную последовательность сиг-
налов и вычисляет соответствующие LLR значения

 

для: 
nj ,...,2,1  
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Обычно при двоичной биполярной передаче по каналу 
LLR значения вычисляются как  

jj y
2

2


  (9) 

где 2 - дисперсия АБГШ. 
При описании алгоритма воспользуемся следующими 

обозначениями: 
j  - «LLR» значение принятого j-го символа, ][kRij  – 

внешние (extrinsic) «LLR» значения, ][kQij  – внутренние 
(intrinsic) «LLR» значения, j - апостериорные «LLR» зна-
чения. 

Выполнение алгоритма осуществляется в следующем 
порядке: 

1. Инициализация:   

jjijR  00 ,0 . (10) 

2. Горизонтальное сканирование (check node up- 
date rule): 

)1()1()(   k
ij

k
j

k
ji RQ ; (11) 

|}|{)( )(
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\}{

)()(
''

'
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k
ijjiRj

jiRj

k
ij

k
ij QMINQsignR




  ; (12) 

)()()( k
ij

k
ji

k
j RQ  , (13) 

где k  – текущая итерация. 
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Рис. 3. Еффективность декодера для кодовых скоростей – 1/2, 3/4, 7/8

Твердое решение декодера (hard decision) после каж-
дой итерации осуществляется на основе проверки усло-
вия - 1 , если 0)(  k

j , иначе 0 . 
Шаг 2 выполняется до тех пор, пока не выполнится 

условие - 0 T
qc νH или будет достигнуто максимальное 

значение итераций. При вычислении ][kRij используется 
метод, основанный на минималиной сумме ( sumMin  - 
аппроксимация) [11]. Данный алгоритм хорошо реализи-
руется в аппаратуре декодера [12]. На рис. 3 представле-
ны резултаты моделирования эффективности декодиро-
вания LDPC кодов WPAN-стандарта в канале с АБГШ для 
случая двоичной фазовой модуляции. 

При моделировании декодера использовалась ариф-
метика с фиксированной запятой. Для представления 
мягких решений (LLR значений) демодулятора и сообще-
ний внутри декодера использовался прямой код с числом 
разрядов b = 8. 
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METHODS AND APPARATUS FOR 
ENCODING AND DECODING  
QUASI-CYCLIC LOW DENSITY  
PARITY-CHECK CODES 

Kravchenko A.N. 

The analysis of the parity check matrices of irregular 
quasi-cyclic low-density codes (QC-LDPC) of WPAN (IEEE 
802.15.3c) standard is performed. It is established that the 
parity check matrices are quadratic and invertible. In this con-
nection, for the calculation of generator matrices can be used 
the traditional method with application to quasi-cyclic low-
density codes.  

The encoding and decoding methods are proposed 
based on the parity check matrices. The apparatus of a 
hardware encoding of these codes are suggested. Result of 
performance simulation of the decoder for QC-LDPC codes 
of WPAN standard over AWGN channel is presented. 

 


