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Проведена систематизация направлений поиска потенциаль-
ного предела сверхрэлеевского разрешения и дан ответ на вопрос 
о существовании такого предела при решении задачи разреше-
ния-обнаружения. Показано, что кривые вероятности полного раз-
решения сигналов определяют предел разрешающей способности 
при фиксированной вероятности ложной тревоги и коэффициен-
те корреляции сигналов. Методом имитационного моделирования 
для большого количества алгоритмов цифрового спектрального 
анализа оценена степень их приближения к потенциальному пре-
делу сверхрэлеевского разрешения. 

УДК 621.396.962 

ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ ПРЕДЕЛ И ПОКАЗАТЕЛИ КАЧЕСТВА  
СВЕРХРЭЛЕЕВСКОГО РАЗРЕШЕНИЯ СИГНАЛОВ 

Климов С.А., к. т. н., доцент, докторант Военной академии войсковой противовоздушной обороны 
Вооруженных Сил Российской Федерации имени Маршала Советского Союза А. М. Василевского,  
г. Смоленск, e-mail: zuk_house@rambler.ru 

 
Ключевые слова: сверхрэлеевское разре-

шение, разрешающая способность, предел раз-
решения, показатели качества разрешения сиг-
налов, цифровой спектральный анализ. 

Введение 

Достаточно долгое время для радиоэлект-
ронных систем различной физической природы 
предел разрешающей способности, установ-
ленный впервые в 1888 году Рэлеем, считался 
фундаментальным пределом, преодолеть кото-
рый было невозможно. Основанием для этого стало то, 
что введенные им определение и критерий разрешения 
прекрасно подтверждались многочисленными экспери-
ментами в различных областях радиотехники. Поэтому, 
со временем, эти понятия стали классическими. 

С появлением новых методов обработки сигналов и 
получением в ряде случаев разрешения, превышающего 
установленное Рэлеем, классическое определение и 
предел разрешающей способности стали противоречить 
экспериментальным результатам. Начиная примерно с 
конца 50-х годов прошлого века, были разработаны пер-
вые методы сверхрэлеевского разрешения сигналов. 
Применительно к радиолокационным приложениям в ра-
ботах [1-4] показана принципиальная возможность пре-
вышения рэлеевского предела разрешающей способно-
сти исключительно за счет обработки сигналов. Таким 
образом, считавшийся фундаментальным предел разре-
шающей способности, установленный Рэлеем, был ус-
пешно преодолен. 

Однако широкому практическому применению мето-
дов сверхрэлеевского разрешения сигналов препятство-
вали высокие требования к объему и быстродействию 
существующей в то время вычислительной аппаратуры. 
Интенсивное развитие технологий цифровой обработки 
сигналов позволило в настоящее время устранить эту 
проблему и создало хорошие возможности для их реа-
лизации в радиоэлектронных системах различного на-
значения. 

В связи с достаточно большим количеством методов 
сверхрэлеевского разрешения сигналов актуальной яв-
ляется задача сравнительной оценки их эффективности. 
Как правило, такие методы сравниваются не по совокуп-
ности, а по одному-двум частным, но наиболее выиг-
рышным показателям качества. Не оговариваются четко 
и ясно условия, при которых были получены те или иные 

результаты. Часто при сравнительной оценке использу-
ются даже разные определения разрешающей способ-
ности. Все это создает серьезную проблему для специа-
листов при практическом применении того или иного 
метода высокого разрешения в радиоэлектронных сис-
темах. Кроме того, продолжаются поиски единого потен-
циального предела, к которому должны приближаться 
все методы сверхрэлеевского разрешения сигналов. 
Установление такого предела позволило бы расставить 
их в один приоритетный ряд по степени приближения к 
нему и сделать вывод о целесообразности дальнейшей 
работы по повышению разрешающей способности. Но 
самое главное это позволило бы ответить на вопрос о 
том, какие возможности в принципе заложены в методах, 
позволяющих за счет обработки сигналов обеспечить 
более высокую разрешающую способность, чем это оп-
ределено критерием разрешения Рэлея. Установление 
потенциальной границы разрешения необходимо также 
для того, чтобы выявлять ошибочные методы сверхрэ-
леевского разрешения сигналов. Это становится воз-
можным благодаря тому, что если потенциальный пре-
дел будет найден, то ни один из методов не сможет его 
преодолеть. 

В связи с этим целью статьи является систематиза-
ция направлений поиска потенциального предела 
сверхрэлеевского разрешения и ответ на вопрос о суще-
ствовании или отсутствии такого предела при решении 
задачи разрешения-обнаружения. 

Основные направления поиска потенциального 
предела сверхрэлеевского разрешения 

Существует четыре направления, в которых специа-
листы делают попытки получить потенциальный предел 
сверхрэлеевского разрешения. При этом каждое на-
правление характеризуется своим определением раз-
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решающей способности, показателями качества разре-
шения, методами сверхрэлеевского разрешения, а также 
ограничениями и допущениями. 

Первое направление связано с решением задачи 
разрешения-обнаружения. В этом случае к разрешаю-
щей способности подходят со статистической точки зре-
ния, по аналогии с теорией обнаружения [1, 2, 4, 5]. Для 
задачи разрешения-обнаружения в работе [5] введены 
понятия полного разрешения и частные показатели ка-
чества разрешения сигналов. При этом под полным раз-
решением группы из М сигналов при наличии помех по-
нимается принятие решения об осуществлении одного 
из 2М возможных несовместных событий в виде различ-
ных комбинаций наличия или отсутствия каждого из сиг-
налов [5]. Предполагается, что число М разрешаемых 
сигналов известно, а сами сигналы могут характеризо-
ваться определенным числом детерминированных или 
случайных параметров [1, 2, 4, 5]. Вопрос о существова-
нии предела для задачи разрешения-обнаружения будет 
рассмотрен ниже.  

Второе направление связано с решением задачи 
разрешения-измерения. Для данного направления поня-
тие разрешающей способности связывают с точностью 
оценки случайных параметров сигналов [6−10]. В общем 
виде критерий разрешения сигналов для этого направ-
ления можно сформулировать следующим образом. 
Сигналы разрешаются, если точность оценки парамет-
ров каждого из сигналов не ниже заданной. Для решения 
задачи разрешения-измерения точность оценки пара-
метров выражается, как правило, через математические 
ожидания, среднеквадратичные ошибки и дисперсии 
оценок. Для данного направления предполагается, что 
число разрешаемых сигналов определено, задана их 
аналитическая форма и они имеют фиксированное ко-
личество случайных параметров. 

Потенциальный предел при решении задачи разре-
шения-измерения установлен, т.к. известно, что сущест-
вует нижняя граница точности любых несмещенных оце-
нок [11]. Для любого из методов данного направления 
потенциальный предел сверхрэлеевского разрешения 
сигналов определяется неравенством Крамера–Рао. 
Иными словами, так же как и при оценке одного пара-
метра сигнала, при разрешении сигналов существует 
минимальный корреляционный эллипсоид такой, что 
корреляционный эллипсоид произвольного набора не-
смещенных оценок всегда больше минимального  

   Т Т 1y Ry y I y   

где y  – вектор оценок параметров сигналов; R  – кор-
реляционная матрица несмещенных оценок параметров 
сигналов; I  – информационная матрица Фишера [11]; 

 Т  – символ комплексно-сопряженного транспониро-
вания. 

Таким образом, при решении задачи разрешения-
измерения заданный объем корреляционного эллипсои-
да служит мерой разрешения сигналов, а его минималь-
ный объем – потенциальным пределом. Необходимо 
отметить, что неравенство Крамера–Рао определяет 
границу эффективных и несмещенных оценок парамет-

ров разрешаемых сигналов в условиях регулярности 
целевой функции. Условия регулярности не всегда могут 
быть обеспечены. Как следствие, установить потенци-
альный предел становиться невозможным. Для некото-
рых случаев задачи разрешения-измерения сигналов 
потенциальный предел получен в работах [6−10 и др.]. 

Третье направление связано с решением задачи 
разрешения-обнаружения-измерения. При этом под раз-
решением сигналов понимается указание числа сигна-
лов, содержащихся в реализации смеси сигналов и по-
мех, и оценивание параметров всех обнаруженных сиг-
налов [13, 14]. Это направление является наиболее об-
щим с теоретической и практической точек зрения. Как 
следует из определения разрешающей способности, для 
данного направления предполагается, что неизвестно 
как число разрешаемых сигналов, так и их параметры. В 
этом случае значительно сложнее становится поиск не 
только потенциального предела сверхрэлеевского раз-
решения, но и самого метода разрешения сигналов.  

Например, метод максимального правдоподобия в 
его традиционной форме неприменим для синтеза алго-
ритмов разрешения-обнаружения-измерения, поскольку 
приводит к тривиальной оценке числа сигналов, прини-
мающей с вероятностью близкой к единице их макси-
мально допустимое значение [13]. Кроме того, препятст-
виями на пути установления границы сверхрэлеевского 
разрешения являются невозможность получения явных 
выражений для целевых функций, а также трудности 
аналитического исследования статистических характе-
ристик получаемых оценок. Как правило, оценки являют-
ся смещенными. Это не позволяет найти для них нижнюю 
границу точности, определяемую неравенством Крамера–
Рао. Смещение оценок отсутствует только в том случае, 
когда предполагаемое число сигналов равно их истин-
ному числу. В этом случае мы снова приходим к задаче 
разрешения-измерения, и установление потенциального 
предела сводится к ранее рассмотренной задаче нахож-
дения минимального объема корреляционного эллип-
соида оценок параметров разрешаемых сигналов. 

Четвертое направление связано с информационным 
подходом к понятию разрешающей способности [12]. Это 
следует из того, что интегральное уравнение Фредголь-
ма 1-го рода, устойчивое решение которого требуется 
получать при сверхрэлеевском разрешении сигналов, 
совпадает с интегральным уравнением свертки, описы-
вающим прохождение переданного сигнала через канал 
связи с шумом. Для такого канала хорошо известна фор-
мула Шеннона, связывающая между собой скорость пе-
редачи информации с полосой пропускания канала и 
отношением сигнал-шум. Скорость передачи информа-
ции, в свою очередь, можно трактовать как передачу 
определенного числа различимых (разрешаемых) сигна-
лов в единицу времени. В связи с этим, в работе [12] 
показано, что для информационного подхода предел 
сверхрэлеевского разрешения сигналов определяется 
уровнем шума во входных данных и может быть вычис-
лен по формуле, следующей из теоремы Шеннона: 

ф 2

2 ,
log (1 )k η

 
 
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где   – рассогласование сигналов по разрешаемому 
параметру;   – ширина характеристики (импульсной, 
частотной или пространственной) системы, определяю-
щая ее разрешающую способность по Рэлею; фk  – ко-
эффициент, зависящий от точного вида определения 
ширины характеристики системы [12]; η  – отношение 
сигнал-шум. 

Оценка эффективности методов  
сверхрэлеевского разрешения 

Вернемся к вопросу о существовании предела для 
задачи разрешения-обнаружения. Для этого остановим-
ся более подробно на эффективности методов сверхрэ-
леевского разрешения сигналов. Введем показатели 
качества разрешения. Качество полного разрешения 
целесообразно оценивать матрицей условных вероятно-
стей ijPP  , содержащей 22 M  матричных элементов 

[5]. Элементом ijP  матрицы Р является вероятность 

принятия решения о событии i при условии, что в дейст-
вительности имеет место событие j. Матричные элемен-
ты с равными индексами i = j характеризуют условные 
вероятности принятия правильных решений, а с нерав-
ными индексами i ≠ j – ложных решений. 

В частности, для полного разрешения двух сигналов 
(M = 2) имеем следующую матрицу условных вероятно-
стей: 

00 01 02 03

10 11 12 13

20 21 22 23

30 31 32 33

P P P P
P P P P
P P P P
P P P P

P   (1) 

где 00P  – вероятность правильного необнаружения сиг-

налов; 11(22,33)P  – вероятность правильного обнаруже-

ния первого (второго, двух сигналов); 10(20,30)P  – вероят-

ность ложной тревоги при обнаружении первого (второ-
го, двух) сигналов; 01(02,03)P  – вероятность пропуска пер-

вого (второго, двух) сигналов; 12(21)P  – вероятность пе-
репутывания при обнаружении первого (второго) сигна-
лов; 13(31)P  – вероятность перепутывания при обнаруже-

нии первого (двух) сигналов; 23(32)P  – вероятность пере-
путывания при обнаружении второго (двух) сигналов. 

В геометрической интерпретации указанные выше 
вероятности показаны на рис. 1. Они равны площадям 
фигур, ограниченных соответствующими плотностями 
вероятности и порогами 1(2,3) . Например,  

2

3

13 3 31 1( ) ( ) ,
П

П

P p y dy или P p y dy




     

где 3( )p y  – плотность вероятности суммы первого, 

второго сигнала и шума; 1( )p y  – плотность вероятно-
сти суммы первого сигнала и шума. 

Поскольку соответствующие одному и тому же усло-

вию (нет сигналов, присутствуют первый, второй или два 
сигнала) решения (сигналов не обнаружено, обнаружен 
первый, второй или два сигнала) – взаимоисключающие, 
то выполняются равенства: 

2 1

0

1, 0,1,..., (2 1).
M

M
ij

i

P j




     

 
Рис. 1.  Пояснение к формированию элементов матрицы P , 

характеризующей качество полного разрешения  
двух сигналов  

Система показателей качества полного разрешения 
может характеризоваться различными вариантами вы-
бора из матрицы (1) независимых матричных элементов. 
Например, в качестве таковых могут выступать: 

1) вероятности ошибочных решений ijP , i ≠ j; 

2) вероятности 01(02,03)P , 12(21)P , 21(23)P , 31(32)P  и 00P ; 

3) вероятности 02(03)P , 10(12,13)P , 20(23)P , 30(32)P  и 11P ; 

4) вероятности 01(03)P , 10(13)P , 20(21,23)P , 30(31)P  и 22P ; 

5) вероятности 01(02)P , 10(12)P , 20(21)P , 30(31,32)P  и 33P . 

Рассмотрим первую систему показателей. Матрич-

ные элементы i0P , 0,1,..., (2 1)Mi    можно объе-
динить, введя результирующую вероятность ложной 

тревоги 
2 1

0
1

M

i
i

F P




 . По аналогии с теорией обнаруже-

ния, при оценке качества разрешения сигналов услов-
ную вероятность F  будем задавать априори и ограни-
чивать ее сверху достаточно малой величиной. Для ре-
шения задач сверхрэлеевского разрешения сигналов ее 
целесообразно выбирать в пределах 1 310 10  . К 
разрешению сигналов, как правило, переходят после 
обнаружения хотя бы одного сигнала, т.е. превышения 
порога обнаружения 1 , показанного на рис. 1. В этом 

случае, выбирая F  в диапазоне 1 310 10   (доста-
точно большой для задачи классического обнаружения), 

за счет сдвига порога от 1  к 1 , обеспечивается весь-
ма малое значение «хвостов» распределений смеси 
первого, второго или двух сигналов с шумом. «Хвосты» 
распределений определяются вероятностями 01(02,03)P  и 
показаны на рис. 1 штриховкой после выставления поро-

га 1 , соответствующего результирующей вероятности 
ложной тревоги F . Поэтому достаточно корректно допуще-
ние, что матричные элементы 0 jP , 0,1,..., (2 1)Mj   , 
характеризующие вероятности пропуска первого, второ-
го и двух сигналов, будут близки к нулю. В этом случае 
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можно записать 11 21 311 ( )P P P   , 

22 12 321 ( )P P P    и 33 13 231 ( )P P P   . В це-
лом, система показателей качества вместо девяти те-
перь характеризуется четырьмя следующими значения-
ми: априори заданной результирующей условной веро-
ятностью ложной тревоги F  и условными вероятностя-
ми правильного обнаружения первого, второго и двух 
сигналов 11P , 22P  и 33P .  

Таким образом, мы получили удобную систему пока-
зателей качества для оценки эффективности полного 
разрешения двух сигналов. Рассмотренный подход дос-
таточно просто можно распространить на число разре-
шаемых сигналов больше двух, но в данной статье огра-
ничимся только двумя. Заметим, что если каждый из M  
сигналов разрешен и известна вероятность его обнару-
жения iiP , то вероятность полного разрешения M  сиг-
налов (фактически определения числа сигналов) рас-
считывается как вероятность независимых событий, т.е. 

1

M

ii
i

P P


 . Например, вероятность полного разреше-

ния двух сигналов с одинаковой энергией 33 0,5P   
соответствует вероятности правильного обнаружения 

каждого отдельного сигнала 11(22) 33 0,7P P  , а 

33 0,8P   соответствует 11(22) 0,9P  . Полученная сис-
тема показателей качества используется ниже для оцен-
ки эффективности полного разрешения двух сигналов. 

На основе результатов, изложенных в работах [4, 5], 
были получены оценки эффективности методов сверх-
рэлеевского разрешения Я. Ширмана [5] и К. Хелстрома 
[4]. Метод Я. Ширмана, в основе которого лежит байе-
совский подход, выбран потому, что он реализует опти-
мальный алгоритм разрешения сигналов при полной 
статистической априорной информации о них. Метод 
К. Хелстрома, в основе которого лежит метод максималь-
ного правдоподобия (наименьших квадратов), выбран 
потому, что он широко распространен на практике в са-
мых различных областях радиотехники. Кроме того, оцен-
ки максимального правдоподобия обладают свойством 
состоятельности и асимптотической эффективности. 

Результаты расчетов представлены на рис. 2−4 в ви-

де кривых обнаружения отдельного сигнала 11(22)P  из 

смеси двух сигналов с шумом (рис. 2а-4а) и кривых пол-

ного разрешения 33P  двух сигналов (рис. 2б-4б) в зави-
симости от отношения сигнал-шум. Графики построены 
при вероятности ложной тревоги 0,001F   и фиксиро-
ванных коэффициентах корреляции   сигналов 0,9 
(рис. 2), 0,5 (рис. 3) и 0,2 (рис. 4). На рис. 2-4 построены 
также классические кривые обнаружения для одиночного 
сигнала. Сплошными линиями показаны характеристики 
для сигналов с детерминированными параметрами, а 
пунктирными – со случайной амплитудой и фазой. Мар-
кером в виде квадрата на всех рисунках показаны веро-
ятности разрешения для метода Я. Ширмана, а в виде 
кружка для метода К. Хелстрома. Необходимо отметить, 
что графики на рис. 2-4 построены для определенных F  

и  . Тем не менее, руководствуясь индуктивным методом 
познания, можно заключить, что сделанные ниже выводы 
являются справедливыми и в общем случае. Разница бу-
дет только в конкретных численных показателях. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2.  Оценки эффективности методов  
сверхрэлеевского разрешения Я. Ширмана и К. Хелстрома  

при вероятности ложной тревоги F=0,001  
и коэффициенте корреляции сигналов  =0,9 

Из анализа графиков, представленных на рис. 2−4, 
следует ряд важных выводов. Первый из них касается 
количественных показателей качества полного разре-
шения сигналов. Видно, что эффективность рассматри-
ваемых методов сверхрэлеевского разрешения при ко-
эффициенте корреляции сигналов  =0,5, т.е. когда уже 
превзойден рэлеевский предел разрешающей способно-
сти, достаточно высока. Например, для сигналов со слу-
чайными амплитудами и фазами при отношении сигнал-
шум 20 дБ, вероятности ложной тревоги F=0,001 и ко-
эффициенте корреляции сигналов  =0,5, вероятность 

полного разрешения двух сигналов 33P  составляет око-
ло 0,7 (см. рис. 3б). 

Второй вывод затрагивает сравнительную оценку 
эффективности методов. Как видно из представленных 
результатов, кривые разрешения для метода Я. Ширма-
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на смещены по оси абсцисс влево относительно кривых 
разрешения К. Хелстрома. Другими словами, метод раз-
решения Я. Ширмана на основе байесовского подхода 
при прочих равных условиях эффективней метода раз-
решения К. Хелстрома, в основу которого положены оцен-
ки максимального правдоподобия (наименьших квадра-
тов). Связано это с тем, что алгоритм разрешения 
К. Хелстрома не использует априорные данные о зако-
нах распределения амплитуд случайных сигналов [5]. 
Таким образом, рациональное использование достовер-
ной априорной информации о разрешаемых сигналах 
повышает эффективность сверхрэлеевского разреше-
ния. Отметим также, что с уменьшением коэффициента 
корреляции сигналов кривые разрешения Я. Ширмана и 
К. Хелстрома начинают приближаться друг к другу и 
примерно с величины  =0,2-0,3 практически совпадают 
(см. рис. 4б). 

Третий вывод подводит нас к ответу на вопрос о су-
ществовании потенциального предела сверхрэлеевского 
разрешения  сигналов при решении задачи разрешения- 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3.  Оценки эффективности методов 
сверхрэлеевского разрешения Я. Ширмана и К. Хелстрома  

при вероятности ложной тревоги F=0,001  
и коэффициенте корреляции сигналов  =0,5 

обнаружения. До сих пор поиски такого предела связы-
вались только с двумя показателями. Это отношение 
сигнал-шум и относительное рассогласование сигналов 
по разрешаемому параметру (параметрам). Но, из про-
веденного анализа следует, что граница сверхрэлеев-
ского разрешения зависит от метода разрешения, апри-
орной информации о разрешаемых сигналах, их числа, 
показателей качества разрешения (вероятностей пра-
вильного обнаружения отдельного сигнала из смеси сиг-
налов с шумом и вероятности ложной тревоги), коэффи-
циента корреляции сигналов. Из рис. 2а-4а видно, что при 
заданной вероятности ложной тревоги и фиксированном 
коэффициенте корреляции сигналов кривые раз-решения 
отдельного сигнала имеют вполне определенное значе-
ние. Превысить их невозможно в принципе, как невоз-
можно превысить вероятности обнаружения одиночного 
сигнала. Следовательно, кривые полного разрешения 
двух сигналов и определяют искомый предел разреша-
ющей способности в заданных условиях (см. рис. 2б-4б). 
Кривые  предельных   вероятностей  полного  разрешения 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4.  Оценки эффективности методов  
сверхрэлеевского разрешения Я. Ширмана и К. Хелстрома  

при вероятности ложной тревоги F=0,001  
и коэффициенте корреляции сигналов  =0,2 
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двух сигналов показаны на рис. 2б-4б. В данном случае 
это кривые, соответствующие методу разрешения 
Я. Ширмана. Последнее закономерно, т.к. метод разре-
шения Я. Ширмана использует исчерпывающую статисти-
ческую априорную информацию о сигналах в сочетании с 
оптимальным алгоритмом их разрешения. 

Сравнительные оценки эффективности  
методов спектрального анализа 

Теперь, когда установлен предел разрешения, мы 
можем ответить на важный практический вопрос. Из-
вестно, что существует большое количество методов 
цифрового спектрального анализа, обеспечивающих 
сверхрэлеевское разрешение сигналов. Как близки эти 
методы по своей эффективности к потенциальным ха-
рактеристикам разрешения? 

Для ответа на этот вопрос путем имитационного мо-
делирования была исследована эффективность ряда 
известных методов цифрового спектрального анализа. 
Сравнительная оценка выполнялась для следующих 
методов: Берга, ковариационного, модифицированного 
ковариационного, MUSIC и EV. Кроме того, была иссле-
дована эффективность разрешения сигналов в частот-
ной области непосредственно по корням характеристи-
ческого полинома [13, 14], а также методов, рассмотрен-
ных в работах [15, 16]. При моделировании порядок мо-
дели (размер сигнального подпространства) выбирался 
исходя из достижения максимальной эффективности 
каждого из методов по вероятности полного разрешения 
двух гармонических сигналов. 

Моделировалась аддитивная смесь гармонических 
сигналов с шумом длиной N временных отсчетов с пе-
риодом дискретизации T секунд, состоящая из двух си-
нусоид при их взаимном рассогласовании по частоте 

f =0,5 рэлеевского интервала разрешения, равного 
1/NT Герц. Взвешивание сигналов во временной области 
не проводилось. В этом случае коэффициент корреля-
ции сигналов по частоте составил  =0,7. Фазы сигналов 
полагались случайными и распределенными по равно-
мерному закону в диапазоне значений 0–2 . Амплиту-
ды гармонических сигналов также полагались случай-
ными, но распределенными по Рэлеевскому закону с 
заданным параметром распределения. Амплитуды квад-
ратурных составляющих комплексного шума были рас-
пределены по нормальному закону. Все оценки получе-
ны по результатам 100 независимых реализаций, что 
обеспечивало точность статистического эксперимента 
порядка 10 % [17]. Порог устанавливался по аналогии с 
критерием Неймана-Пирсона. При этом априори задава-
лась вероятность ложных тревог F . Это значит, что в 
отсутствии сигнала вероятность превышения заданного 
порогового значения не превышала F . При моделиро-

вании оценка вероятности ложной тревоги F


 составля-
ла величину равную 5·10–2. 

Отношение «сигнал-шум» q  оценивалось на момент 
принятия решения о разрешении сигналов, т.е. на выхо-
де алгоритма обработки по формуле 0 10 logq q N  , 

где 0q  – отношение «сигнал-шум» для одного сигнала 

на входе. Отношение «сигнал-шум» на входе 0q  зада-
валось как отношение среднего значения (математиче-
ского ожидания) a  случайной амплитуды синусоиды к 
среднеквадратичному значению шума  . При этом для 
известного значения математического ожидания a  оп-
ределялся параметр распределения Рэлея PR  в соот-

ветствии с известным выражением 2PR a   [17]. 

Семейство кривых полного разрешения 33P  двух 
сигналов для указанных методов цифрового спектраль-
ного анализа представлено на рис. 5. На нем же показа-
ны кривые полного разрешения двух сигналов для мето-
дов Я. Ширмана и К. Хелстрома, построенные для ана-
логичных моделей сигналов, показателей качества и 
коэффициента корреляции. 

 
Рис. 5.  Оценки вероятности 33P  полного разрешения двух 

сигналов для методов спектрального анализа.  
Вероятность ложной тревоги F=0,05. Взвешивание  

отсутствует. Коэффициент корреляции сигналов  =0,7 

Сравнительный анализ эффективности методов 
цифрового спектрального анализа (см. рис. 5) показыва-
ет, что при равных показателях качества разрешения 
двух сигналов они еще очень далеки от предельного 
разрешения, обеспечиваемого методами Я. Ширмана и 
К. Хелстрома. Причем динамика падения эффективно-
сти возрастает при снижении отношения «сигнал-шум». 
Вместе с тем это свидетельствует о том, что потенциал 
методов цифрового спектрального анализа еще не ис-
черпан. 

Таким образом, анализ эффективности методов 
сверхрэлеевского разрешения сигналов показывает, что 
понятие «потенциальный предел» весьма условно. Кон-
кретная эффективность решения задачи сверхрэлеев-
ского разрешения сигналов зависит от многих факторов, 
определяющими из которых являются принятое опреде-
ление разрешающей способности, метод сверхрэлеев-
ского разрешения, система выбранных показателей ка-
чества и количество априорной информации о сигнале: 
его форма, число разрешаемых сигналов, количество 
разрешаемых параметров сигналов, детерминирован-
ные или случайные эти параметры и т.д. 

Заключение 
Основной вывод статьи заключается в том, что в ус-

ловиях заданной статистической априорной информации 
кривые разрешения отдельных сигналов жестко опреде-
лены и не могут быть превышены. Тогда кривые вероят-
ности полного разрешения определяют предел разре-
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шающей способности при фиксированной вероятности 
ложной тревоги и коэффициенте корреляции сигналов. 

Таким образом, граница разрешения теперь связана 
не только с отношением «сигнал-шум» и коэффициен-
том корреляции сигналов, но и с показателями качества 
разрешения. Предельные вероятности полного разре-
шения сигналов при заданной вероятности ложной тре-
воги и отношении «сигнал-шум» могут быть достигнуты в 
реальных радиоэлектронных системах. Для этого долж-
на быть доступна вся априорная информация о сигналах 
и реализован оптимальный метод их сверхрэлеевского 
разрешения. Но они никогда не могут быть превышены. 

В целом, можно заключить, что при заданных показа-
телях эффективности, коэффициенте корреляции сигна-
лов, функции потерь и видах законов распределения 
случайных амплитуд и фаз сигналов метод разрешения 
Я. Ширмана, в основе которого лежит байесовский под-
ход, будет определять потенциальный предел сверхрэ-
леевского разрешения, т.к. использует исчерпывающую 
априорную информацию о сигналах в сочетании с опти-
мальным алгоритмом разрешения. Следовательно, по-
казатели эффективности разрешения в этом случае бу-
дут предельными, поскольку с уменьшением априорных 
сведений качество сверхрэлеевского разрешения сигна-
лов может только снижаться. 

Метод К. Хелстрома будет определять потенциаль-
ный предел сверхрэлеевского разрешения среди раз-
личных модификаций алгоритмов максимального прав-
доподобия и наименьших квадратов, которые использу-
ют существенно меньше априорной информации при 
разрешении сигналов. 

Таким образом, указанные методы могут служить 
своего рода «эталоном» качества для вновь создавае-
мых алгоритмов сверхрэлеевского разрешения, которые 
все больше и больше совершенствуются с целью дости-
жения потенциального предела разрешающей способ-
ности. 
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POTENTIAL LIMIT AND QUALITY 
INDICATORS OF SUPER-RAYLEIGH 
SIGNAL RESOLUTION 

Klimov S. A. 
In this article the directions of search for potential limit of 

super-Rayleigh resolution are systematized. The simple and 
convenient resolution quality indicator system for perfor-
mance evaluation of full signal resolution is estab-lished. 
The question of existence of super-Rayleigh resolution 
potential limit in solving radar detection-resolution problem is 
answered. It is showed, that resolving curves of single 
signals are determined rigidly and they cannot be exceeded 
if priori statistical information is given. Then full resolution 
probability curves determine the limit of resolution for fixed 
false alarm probability and coefficient of correlation of 
signals. The degree of approximation to potential limit of 
super-Rayleigh resolution for a large number of digital 
spectral analyses algorithms is evaluated by using of simu-
lation modeling. 
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Анализируется алгоритм цифровой обработки квазинепре-
рывных (КН) радиолокационных сигналов. Рассматриваются вари-
анты подалгоритма спектрального анализа. Для упрощения об-
работки при широком диапазоне параметров используемых КН 
сигналов предлагается использовать синтезированные автором 
просто вычисляемые ступенчатые весовые функции для снижения 
уровня боковых лепестков спектра. 

УДК 621.391   

ЦИФРОВАЯ ОБРАБОТКА КВАЗИНЕПРЕРЫВНЫХ  
РАДИОЛОКАЦИОННЫХ СИГНАЛОВ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ МАЛОЙ СТЕПЕНИ  

Зайцев Г.В., д.т.н., ОАО ГСКБ «Алмаз-Антей», e-mail: gennady-zaytsev@yandex.ru 

 
Ключевые слова: квазинепрерывный сиг-

нал, оптимальнaя фильтрация, весовые функ-
ции, цифровая обработка сигналов. 
Введение 

Квазинепрерывные сигналы (КН сигналы) 
являются одним из основных видов радиолока-
ционных сигналов, широко используемых в сов-
ременных радиолокационных станциях (РЛС). 
Достоинством КН сигналов является возможность по-
давления в области доплеровских частот целей различ-
ного рода пассивных помех (отражений от подстилаю-
щей поверхности, местных предметов, гидрометеоров, 
дипольных отражателей и т.д.). 

В данной работе рассматривается следующий базо-
вый вид КН сигналов. Будем считать, что РЛС имеет 
фазированную антенную решетку и луч поочередно на-
правляется в необходимые угловые направления. При 
использовании КН сигнала все время dT  стояния луча в 
данном угловом положении излучается пачка немодули-
рованных когерентных импульсов. Все импульсы имеют 
длительность  , период повторения repT  (рис. 1) и час-

тоту повторения 1/rep repF T . 

 
Рис. 1. Квазинерпрерывный сигнал 

Время приема обрабатываемого сигнала wT  не-

сколько меньше, чем dT , на время задержки отражений 
от режектируемых помех. Временной отрезок длитель-
ности B от начала излучения до начала приема обраба-
тываемой информации назовем начальным бланком. 

Описанный КН сигнал имеет ряд параметров, кото-
рые могут меняться в широких пределах в процессе ра-
боты РЛС. 

Частота повторения импульсов repF  определяется 

решаемой тактико-технической задачей и может варьи-
роваться от единиц до сотен килогерц [1].  

Время стояния луча dT , или длительность излучае-
мого сигнала, является основным параметром, опреде-
ляющим время обзора РЛС, разрешающую способность 
по частоте и отношение сигнал/шум. Время стояния лу-
ча, как правило, изменяется в диапазоне 1...10 мс и оп-
ределяется тактической ситуацией [1]. 

Длительность B начального бланка выбирается, ис-

ходя из дальности режектируемых  помех. Начальный 
бланк необходим для того, чтобы произошло установле-
ние мощных отражений от пассивных помех до начала 
набора информации для обработки. Если указанное ус-
ловие не выполняется, то снижается величина подавле-
ния помехи в области доплеровских частот целей. С дру-
гой стороны, увеличение длительности начального блан-
ка сверх минимально необходимого приводит к умень-
шению принимаемой мощности полезного сигнала и со-
кращению дальности действия РЛС. В связи с этим це-
лесообразно поддерживать в РЛС карту пассивных по-
мех и оптимизировать длительность начального бланка 
в каждом зондировании по карте помех. 

Длительность импульса  выбирается, в первую 
очередь, исходя из скважности, с которой может рабо-
тать передатчик, и поэтому значительно варьируется 
вместе с частотой повторения импульсов. 

Таким образом, параметры КН сигналов могут изме-
няться в широких пределах и для оптимизации характе-
ристик радиолокатора должны выбираться в каждом зон-
дировании адаптивным образом, исходя из решаемой 
задачи и помеховой обстановки. Поэтому система обра-
ботки сигналов в идеале должна быть способна обраба-
тывать КН сигналы с произвольными параметрами. 

В существующих РЛС возможный диапазон измене-
ния параметров КН сигналов, как правило, ограничен, 
что связано со сложностью реализации универсального 
алгоритма обработки. В данной работе рассматривается 
способ упрощения метода обработки КН сигналов с це-
лью получения несложного унифицированного алгорит-
ма для широкого диапазона изменения параметров сиг-
нала. Предлагается использовать синтезированные ав-
тором весовые функции для спектрального анализа, 
которые допускают простое вычисление в процессе об-
работки. Рассматриваются варианты алгоритма спек-
трального анализа. 

Базовый алгоритм фильтрации КН сигнала 

Оптимальная фильтрация принимаемого КН сигнала, 
как правило, выполняется в цифровом виде и произво-
дится с помощью алгоритма корреляционно-фильтровой 
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обработки [1, 2]. Базовый вариант этого алгоритма имеет 
ряд идентичных параллельных ветвей по количеству 
дальностных каналов. Каждая ветвь (рис. 2) содержит 
операции демодуляции сигнала, принятого с данной 
дальности, и спектрального анализа демодулированного 
сигнала в однозначном диапазоне доплеровских частот. 
Выходные спектральные компоненты являются отклика-
ми оптимальных фильтров, настроенных на соответст-
вующие доплеровские частоты и рассматриваемую 
дальность. На рис. 2 первый перемножитель выполняет 
операцию демодуляции сигнала, второй вводит весовую 
функцию для снижения боковых лепестков спектра. 

 
Рис. 2. Блок-схема алгоритма оптимальной фильтрации  

для одного канала дальности 

Для КН сигнала демодуляция для фиксированной 
дальности сводится к стробированию принятого сигнала 
пачкой импульсов, идентичной излученной, но сдвинутой 
на заданную дальность. Рис. 3 демонстрирует типовую 
расстановку дальностных стробов внутри периода по-
вторения. Строб с номером i используется в i-том даль-
ностном канале, i = 1, 2, … . 

Приемное устройство бланкируется на время излу-
чения импульса и время b дополнительного бланка. Ос-
тавшееся время между импульсами перекрывается 
дальностными стробами (каналами дальности). Дли-
тельность дальностных стробов равна длительности 
излученного импульса, шаг между соседними стробами 
обозначен символом s. На рисунке первый дальностный 
строб начинается в момент окончания бланка. В этом 
случае число дальностных стробов rn  может быть рас-

считано по формуле ( ) 1/r nn T s     , где x    – наи-

меньшее целое число, превосходящее x, а 

n repT T b    (рис. 3). 

 
Рис. 3. Расстановка дальностных стробов 

Шаг s между соседними каналами дальности опреде-
ляет энергетические потери, возникающие при неполном 
совпадении строба и сигнала. Формула, описывающая 
эти потери и полученная путем усреднения вероятности 
обнаружения сигнала по энергетическому рельефу, име-
ет вид [3] 10log(1 0.5 / )r s    дБ. Например, при 

/ 0, 25s    (соответственно 0,5 и 0,75) эта формула 
дает величину потерь 0,58 (1,25 и 1,80) дБ. Уменьшение 
шага каналов снижает потери. Однако одновременно 
растет число дальностных каналов и требуемый объем 
вычислений для реализации алгоритма обработки. По-

этому выбор шага каналов сводится к определению ком-
промиссных значений указанных параметров.  

При реализации алгоритма обработки в цифровом 
виде важную роль играет значение используемой часто-
ты дискретизации входного сигнала sF . В данной работе 
рассматривается наиболее часто встречающийся на 
практике случай, когда длительность импульса   и пе-
риод повторения repT  кратны периоду дискретизации 

1/s st F . Это условие нетрудно обеспечить, если пе-
речисленные временные параметры формируются из 
одной опорной частоты, как это обычно и реализуется на 
практике для обеспечения полной когерентности РЛС. 
Указанная кратность, помимо упрощения алгоритма об-
работки, обеспечивает при дискретизации сигнала на-
ложение мощных периодических компонент спектра по-
мехи друг на друга, не засоряя рабочую область частот. 

Следующая операция алгоритма рис. 2 – введение 
весовой функции для подавления боковых лепестков 
спектра. Уровень помеховых отражений может доходить 
до 100 дБ и более над уровнем собственных шумов [1, 3] 
и, как правило, существенно превосходит уровень по-
лезного сигнала. Однако доплеровская частота этого 
сигнала невелика. В Х-диапазоне она составляет не бо-
лее 1...3 кГц. Поэтому КН сигнал, обладающий хорошей 
разрешающей способностью по частоте, позволяет от-
строиться по этому параметру от помеховых отражений. 
Однако без использования весовой функции боковые 
лепестки спектра сильной помехи превосходят полезный 
сигнал практически во всем доплеровском диапазоне. 
Применение весовой функции дает возможность снизить 
уровень боковых лепестков до необходимой величины. 
Обзор классических весовых функций может быть най-
ден в [4, 5]. 

Так как большинство оптимальных и близких к ним 
весовых функций имеют довольно сложные алгоритмы 
вычислений [3, 4], то значения функций обычно вычис-
ляются заранее и хранятся в памяти устройства обра-
ботки сигналов. Эти значения зависят от длительности 
обрабатываемого сигнала и необходимого уровня по-
давления помехи. Поэтому для универсального устрой-
ства необходимо хранить значительные объемы кон-
стант, а алгоритм работы с ними является довольно 
громоздким. Альтернативным вариантом может служить 
вычисление значений весовых функций в процессе об-
работки сигнала. Для реализации этого способа в реаль-
ном масштабе времени алгоритм вычисления весовой 
функции должен быть простым. В данной работе пред-
лагается использовать оптимальные весовые функции, 
синтезированные автором в работах [6, 7] и допускаю-
щие быстрое вычисление. 

Так как конкретный способ использования весовой 
функции зависит от способа вычисления спектра, то 
рассмотрим сначала алгоритмы спектрального анализа. 
Варианты алгоритма спектрального анализа  

Введем необходимые обозначения. Как сказано вы-
ше, в данной работе рассматривается случай, когда 
длительность импульса   и период повторения repT  

кратны периоду дискретизации 1/s st F : 
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svt  , rep sT r t , (1) 

где v  и r  – целые числа. Далее, не уменьшая общно-
сти, можно считать, что обрабатываемый сигнал содер-
жит целое число обрN  периодов повторения. При этом 

полное число выборок сигнала составляет 

обрN r N . (2) 

Входную последовательность выборок для спек-
трального анализа, следуя рис. 2, обозначим ( ),y i  

0,1,..., -1i N . Доопределим эту последовательность 
для произвольных индексов, полагая другие члены ну-
левыми: ( ) 0y i   при 0i   и i N . 

Далее, как известно, спектр КН сигнала имеет много-
пиковую структуру с расстоянием между пиками repF  [1]. 

Поэтому достаточно провести расчет спектра для одного 
интервала ширины repF . Для определенности ниже рас-

сматривается интервал [0, Frep]. Будем вычислять спектр 
в M равноотстоящих точках этого интервала:  

k rep
kf F
M

 , 0,1,..., 1k M  . (3) 

Ширина df главного пика спектральной линии входно-
го сигнала обратно пропорциональна времени приема 
обрабатываемого сигнала: 1 1/ /s sdf c N t c F N    

1 /rep обрc F N , где 1c  – константа, определяемая ис-

пользуемой весовой функцией и имеющая значение в 
диапазоне 1...3 (см. следующий раздел). Поэтому для 
расчета спектра на рассматриваемом интервале пара-
метр M достаточно выбрать из соотношения 

2
2

1

rep
обр обр

F c
M c N cN

df c
   , (4) 

где 2 1/c c c , а константа 2c  выбирается, исходя из 
допустимых потерь обработки за счет рельефа огибаю-
щей оптимальных фильтров по частоте. На практике 
константа c обычно близка к единице. Для сокращения 
нотации положим также, что константа c округлена таким 
образом, что число (4) является целым. 

Принимая во внимание приведенные соотношения 
(1, 2), получаем формулу для расчета дискретного спек-
тра в указанных M точках в следующем виде: 

1

0
1

0

( ) ( ) exp( 2 )

( ) exp( 2 ),

0,1,..., 1, 1.

N

k s
i

N

i

z k y i j f i t

i ky i j
r M

k M j












  

 

   



  (5) 

Возможны различные алгоритмы вычисления спектра 
( )z k : непосредственное вычисление по формуле (5), 

использование алгоритма быстрого преобразования Фу-
рье (БПФ) для оценки (5), предварительная фильтрация 
сигнала для сужения спектра со значения sF  до необхо-

димой величины порядка rF  с последующим использо-
ванием алгоритма БПФ в суженной полосе. Однако пе-

речисленные способы, как показывает подробный ана-
лиз, являются в той или иной степени неэффективными 
по объему вычислений и поэтому далее не рассматри-
ваются. Остановимся на двух более эффективных спо-
собах: одном точном и одном приближенном. 

Для формулировки точного способа представим но-
мер выборки i в формуле (5) в виде 1 2( , )i i i , где 

2 0,1,..., 1обрi N  , – номер периода повторения им-

пульсов, а 1 0 1,..., 1i , r  , – номер выборки в этом пе-
риоде. Число i может быть восстановлено по формуле 

1 2i i r i  . Подставляя это выражение в (5) и принимая 
во внимание, что только v < r выборок на периоде по-
вторения не равны нулю, нетрудно получить: 

1

1
1

1
0

( ) ( , ) 2 ,

0,1,..., 1,

exp
v

i

i k
z k g i k j

r M
k M






 
    

 

   (6) 

где 

2

1
2

1 1 2
0

( , ) ( , ) exp 2
обрN

i

i kg i k y i i j
M






      , 1 0,1,..., 1;i v   

0,1,..., 1k M  . (7) 

Так как последовательность 1 2( , )y i i  доопределена 

нулевыми значениями для всех индексов 2 обрi N , то 

при обрM N  суммирование в (7) можно распростра-

нить до индекса M : 

2

2

1

1 1 2
0

( , ) ( , ) exp 2
M

i

i kg i k y i i j
M






      , 

1 0,1,..., 1;i v   0,1,..., 1k M  . (8) 

Выражение (8) является при фиксированном 1i  дис-
кретным преобразованием Фурье (ДПФ) от последова-
тельности равностоящих выборок, занимающих одина-
ковое положение внутри стробирующих импульсов. 
Формула (6) производит суммирование частных спектров 
(8) с учетом фаз.  

При обрM N  формула (7) приводится к виду (8) 

заменой 1 2( , )y i i  на последовательность 

1

1 2 1 2
0

( , ) ( , )

обрN
M

q

y i i y i i q M

  
   



  ,  

1 0,1,..., 1,i v   2 0,1,..., 1i M  , (9) 

где x    – наибольшее целое, не превосходящее x. 

Преобразования (8) целесообразно вычислять с по-
мощью алгоритма БПФ, дополняя выборки сигнала не-
обходимым количеством нулей до величины вида 

2u
FFTn M  , где u – целое. При этом в формулах  

(6-9) параметр M заменяется на FFTn , а количество то-
чек вычисления спектра несколько увеличивается.  

Формулы (6-9) описывают рассматриваемый в дан-
ной работе точный вариант алгоритма спектрального 
анализа.  Объем  вычислений  алгоритма  будем  оцени- 
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Таблица 1. Объем вычислений для двух вариантов алгоритма спектрального анализа 

 
 

вать как количество необходимых алгебраических опе-
раций над действительными числами. Использование 
формул (6, 8) без учета редко используемого преобра-
зования (9) требует объема вычислений: 

1 2(5log 8)FFT FFTV v n n  .  

Примеры расчета этой величины приведены в табл. 1. 

Перейдем к приближенному способу вычисления 
спектра. Эвристические предпосылки для описываемого 
способа состоят в следующем. В формуле (6) аргумент 
экспоненциальной функции не превосходит величины 
2 / 2 /v r Q  , где Q – скважность сигнала. При боль-
шой скважности эта величина мала. Поэтому экспонен-
циальный множитель в (6) можно приближенно заменить 
единицей, и формула сводится к простой сумме. Далее, 
так как операции (6) и (8) линейны, то их можно переста-
вить местами. В результате получаем следующий двух-
этапный алгоритм: 

– суммирование выборок сигнала внутри каждого 
строба дальности для рассматриваемого канала: 

1

2 1 2 2
0

( ) ( , ) , 0,1,..., 1
v

обр
i

y i y i i i N


   . (10) 

– дискретное преобразование Фурье полученной по-
следовательности аналогично (8): 

2

1
2

2
0

( ) ( ) exp 2
M

i

i k
z k y i j

M






       , 0,1,..., 1k M  , (11) 

где 
1

2 2
0

( ) ( )

обрN
M

q

y i y i q M 

  
   



  , 2 0,1,..., 1i M  . (12) 

Спектр (11) целесообразно вычислять с помощью ал-
горитма БПФ аналогично (8), дополняя выборки сигнала 
необходимым количеством нулей до величины вида 

2u
FFTn M  . При этом в формулах (11-12) параметр 

M необходимо заменить на FFTn . 

Так как при использовании этого алгоритма требует-
ся всего одно БПФ, то объем вычислений существенно 
сокращается: 

2 2(5log 2 )FFT FFTV n n v  .  

Примеры расчета этой величины приведены в табл. 1. 
Платой за простоту рассмотренного алгоритма явля-

ются некоторые потери в отношении сигнал/шум. Сум-
мирование (10) можно рассматривать как низкочастот-
ный фильтр с частотной характеристикой 

sin( )( ) fA f
f
 

 
 . (13) 

Поэтому при обработке сигнала со значительной ве-

личиной доплеровской частоты df  (т.е. произведение 

df   не может считаться малым) возникают потери, 
выражаемые в децибелах формулой  

sin( )
( ) 20 log ( ) 20log d

d
d

f
L f A f

f
 

 
  .  

Во многих случаях эти потери являются приемлемы-
ми. Например, при использовании КН сигнала из первой 
строки табл. 1 доплеровский диапазон при допустимых 
потерях не более 1 дБ составляет 523 кГц, а для сигнала 
из второй строки – 131 кГц. 

Таким образом, приближенный вариант алгоритма 
вычисления спектра целесообразно использовать при 
малой величине произведения df  , в противном слу-
чае – точный. 

Перейдем к рассмотрению весовых функций, вводи-
мых перед спектральным анализом для подавления бо-
ковых лепестков спектра. 

Класс весовых функций малой степени 

Весовые функции, как правило, синтезируются, исхо-
дя из уровня получаемых боковых лепестков спектра 
гармонического сигнала. Так как КН сигнал не является 
гармоническим, то при использовании стандартных ве-
совых функций получаемый уровень лепестков может 
несколько отличаться от расчетного. Идеальным спосо-
бом выбора весовой функции является ее синтез специ-
ально для используемого КН сигнала. Однако такое ре-
шение задачи не слишком удобно с практической точки 
зрения, так как оптимальное решение зависит от пара-
метров КН сигнала, и, следовательно, при каждом набо-
ре параметров необходимо использовать свою функцию. 
В данной работе предлагается использовать рассматри-
ваемые ниже весовые функции как универсальные неза-
висимо от параметров КН сигналов. Как показывают 
численные оценки, отличие между оптимальным и пред-
лагаемым решениями невелико. 

В ряде классических работ рассматривались весовые 
функции, представимые в виде суммы малого числа ко-
синусоидальных функций. При этом весовая функция с 

wn  точками, вводимая перед цифровым спектральным 
анализом, может быть представлена в виде [6] 

0
1

( , ) 2 ( 1) cos[2 ( 0,5)]
m

k
w k

wk

kw i n a a i
n




    ,   

0,1,..., 1wi n  . (14) 

Число m в данной работе будем называть степенью, 
а wn  – порядком весовой функции. Функции малой сте-
пени сравнительно просто вычисляются в реальном 
масштабе времени и поэтому не требуют запоминания в 
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устройстве обработки. Следует также заметить, что ма-
лая величина параметра m незначительно ухудшает 
характеристики функции [4]. Многие хорошо известные 
весовые функции (Хэмминга, Хана, Блэкмана и т.д.) 
имеют малую степень [4, 8]. Весовые функции, обеспе-
чивающие максимально возможное для заданной степе-
ни подавление, рассчитаны в [9] до десятой степени 
включительно, однако количество этих функций мало. 

В работах [6, 7] разработан метод построения беско-
нечного семейства весовых функций малой степени, 
включающего, как частный случай, функции работ [8, 9]. 
Метод реализует синтез оптимальных весовых функции, 
минимизирующих уровень максимального бокового ле-
пестка при заданной ширине главного по уровню подав-
ления и при заданной скорости спада боковых лепест-
ков. В указанных работах табулированы семейства ве-
совых функций со скоростями спада 6, 18, и 30 дБ на 
октаву. 

В табл. 2 представлен ряд из этих табулированных 
функций, предлагаемых к использованию в описывае-
мой задаче. В таблицу включены функции, имеющие 
подавление около 40, 60, 80, 90, 100 и 110 дБ. Для всех 
функций m  4, так что реализация вычислений по фор-
муле (14) довольно проста. 

Нормировка коэффициентов ka  функций таблицы 
выполнена таким образом, чтобы выполнялось условие 

0 1a  , поэтому нулевой коэффициент в табл. 2 не при-
веден. Заметим, что в литературе часто встречается 
другой способ нормировки, при котором максимум весо-
вой функции (14) принимается равным единице. Для 
рассматриваемых весовых функций пересчет коэффи-
циентов , 0,1,...,ka k m , при нормировке 0 1a   в ко-

эффициенты kA , 0,1,...,k m , при нормировке макси-
мума весовой функции к единице может быть выполнен 
по формулам 

0
0

2
, , 1, 2,...,k

k
a a

A A k m
 

   ,  

где 0
1

2
m

k
k

a a


   . (15) 

Разрядность коэффициентов , 0,1,...,ka k m , в 
табл. 2 выбрана достаточно большой, чтобы обеспечить 
приближение к оптимальному значению подавления не 
хуже 0,01 дБ. При использовании функций в практиче-
ских задачах целесообразно провести округление коэф-
фициентов до разрядности, исходя из требований кон-
кретной задачи. 

Следует также заметить, что как коэффициенты оп-
тимальной функции, так и ее параметры зависят от по-
рядка wn . Функции табл. 2 являются оптимальными для 

wn  = 1024, однако указанная зависимость является 
весьма слабой [6], поэтому приведенные функции можно 
использовать и при других значениях wn  (см. следую-
щий раздел). 

В таблице даны стандартные параметры весовых 
функций [4, 6]: скорость спада боковых лепестков V, от-
ношение P главного лепестка к максимальному боково-
му (подавление), потери в отношении сигнал/шум за 
счет использования весовой функции wП , максималь-

ные maxsП  и средние s средП  потери за счет рельефа 

по оси частот, ширина главного лепестка по уровням 
минус 3 дБ (L-3), минус 6 дБ (L-6) и минус P дБ (L-P) в до-
лях от частоты дискретизации.  

Потери за счет использования весовой функции для 
указанной нормировки коэффициентов могут быть вы-
числены по формуле 10lgwП  , где параметр  оп-
ределен формулой (15). Максимальные потери за счет 
рельефа maxsП  определяются как максимальный отно-

сительный спад огибающей амплитудно-частотных ха-
рактеристик (АЧХ) гребенки из wn  полосовых фильтров, 
равномерно расставленных на однозначном частотном 
интервале,  а  АЧХ  каждого  из  фильтров определяется 

Таблица 2. Параметры весовых функций 
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спектром весовой функции. Средние потери за счет 
рельефа s средП  получены усреднением квадрата АЧХ 

указанной гребенки фильтров. 

Ступенчатые весовые функции 

При прямом использовании весовой функции на ин-
тервале наблюдения ее порядок довольно велик 

w обрn N r N  . В примерах табл. 1 он составляет ве-

личину около 2104. Уменьшение порядка весовой функ-
ции способствует снижению вычислительных затрат. 
Известным способом такого снижения является замена 
истинной весовой функции ( , )ww i n (14) на ступенчатую 

( , )ст ww i n с длительностью ступеньки, равной периоду 

повторения импульсов 1/r rT F . В данной работе для 
ступенчатой функции будем использовать значения ве-
совой функции (14) меньшего порядка: 

( , ) ( , ), 0,1,..., 1ст обр обр обр
iw i rN w N i rN
r
 
   
  

. (16) 

Для полученных таким образом ступенчатых функций 
число ступенек равно количеству обрабатываемых пе-
риодов обрN , и, следовательно, количество точек вы-

числения весовой функции снижается, как минимум, в v  
раз. В монографии [5] показано, что для весовых функ-
ций Дольфа-Чебышева и Тейлора переход к ступенчатой 
функции практически не отражается на параметрах об-
работки КН сигнала. Аналогичное свойство справедливо 
и для описанных выше весовых функций и, по-
видимому, вообще для всех весовых функций. Рис. 4, 5 
поясняют причины этого эффекта. На рис. 4 показана 
разность ( , )wi n между весовой функцией (14) и ее сту-
пенчатым аналогом 

( , ) ( , ) ( , ),

0,1,..., 1,
обр ст обр обр

обр

i rN w i rN w i rN

i rN

  

 
 (17) 

для весовой функции № 4 табл. 2 при wn N = 8000 и 
Nобр = 200.  

 
Рис. 4. Разность между исходной функцией  

и ее ступенчатым аналогом 

Указанная разность, во-первых, достаточно мала (мак-
симальное значение имеет порядок 10-2), а, во-вторых, 
имеет пилообразный повторяющийся характер с часто-
той смены ступенек. Это приводит к тому, что спектр 
разности имеет значительные спектральные состав-
ляющие только на частотах, кратных частоте ступенек 
(частоте повторения импульсов для КН сигнала). Этот 

факт иллюстрируется на рис. 5 для случая КН сигнала с 
параметрами 100 кГц, repF   Nобр = 200, τ 0,5 мкс , 

4 МГцsF  , при использовании весовой функции № 4 
табл. 2 и числе точек вычисления спектра 217. Спектр 
сигнала показан серым цветом, спектр разности (17) – 
черным. Параметры функции выбраны из соображений 
наглядности рисунка. Амплитуда спектральных состав-
ляющих разности существенно меньше амплитуды со-
ставляющих сигнала, поэтому переход к ступенчатой 
функции не приводит к деградации подавления. Более 
того, результаты численных оценок показывают, что и 
скорость спада боковых лепестков также сохраняется 
при переходе к ступенчатым функциям.  

 
Рис. 5. Спектры весовой функции и разности (17) 

Из приведенного рассмотрения очевидно, что вели-
чина разности (17) обратно пропорциональна количеству 
ступенек обрN . Кроме того, параметры весовой функции 

с фиксированными коэффициентами зависят от числа 
отсчетов сигнала (порядка весовой функции). Поэтому 
при фиксации коэффициентов получаемое подавление 
зависит как от количества обрабатываемых периодов, 
так и от типа функции (плавная исходная (14) или сту-
пенчатая (16)). На рис. 6 в качестве примера приведена 
зависимость величины ухудшения подавления P  по 
сравнению с данными табл. 2 от параметра обрN  для 

весовых функций № 16-18 при обработке КН сигнала с 
параметрами 100 кГц, repF  τ 0,5 мкс , 8 МГцsF   

как для исходной, так и для соответствующей ступенча-
той функций. 

Минимальное значение параметра обрN  на рисунке 

принято равным 20 по следующим соображениям. Ши-
рина главного лепестка спектра по уровню подавления P 
согласно табл. 2 составляет 

rep reps
P

w обр обр

brF bFbF
L

n rN N
  - ,  

где  – значение нормированной ширины главного лепе-
стка из последней колонки табл. 2. 

Очевидно, эта ширина должна быть меньше одно-
значного частотного диапазона repF , откуда следует, 

что обрN  .  Для функций, представленных на рис. 6, 

10обрN  . Это означает, что при малом числе периодов  
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Рис. 6. Ухудшение подавления при малом значении обрN : слева – для исходной функции, справа – для ступенчатой 

повторения 10обрN   невозможно получить подавление 

на уровне боковых лепестков весовой функции ни в ка-
кой области частотной оси. При таких малых значениях 

обрN  следует использовать другие, менее эффектив-

ные методы обработки.  

Если потребовать, чтобы главный лепесток занимал 
не более  -ой части от частотного диапазона, то не-
трудно получить ограничение для  параметра обрN : 

обрN 


 .  

Например, даже если отвести значительную область 
частотной оси под главный лепесток ( 0,5 0, 25   ), то 
для функций рис. 6 получаем 20...40обрN  . 

Из анализа зависимостей, подобных представлен-
ным на рис. 6, для функций табл. 2 вытекают следующие 
заключения:  

– подавление, как правило, ухудшается при умень-
шении числа обрабатываемых периодов обрN , однако 

зависимость не всегда является монотонной;  
– ухудшение подавления тем меньше, чем больше 

скорость спада лепестков, так, например, на рис. 6 при 

обрN = 30 для исходной весовой функции со скоростью 

спада V = 6 дБ/окт. ухудшение составляет 11 дБ, в то 
время как для функций с V = 18 и 30 дБ/окт., соответст-
венно, 2 и 0,4 дБ; 

– ступенчатые весовые функции демонстрируют тот 
же порядок ухудшения подавления, что и исходные; бо-
лее того, для весовых функции со скоростью спада  
V = 6 дБ/окт. ухудшение подавления для ступенчатых ве-
совых функций значительно меньше, чем для исходных; 

– чем меньше абсолютный уровень подавления, тем 
меньше его изменение при варьировании обрN . 

Таким образом, произвольная фиксированная функ-
ция из табл. 2 пригодна для использования при всех не-
обходимых параметрах обрN  без значительной дегра-

дации подавления. При этом целесообразно использо-
вать функции с быстрым спадом лепестков (18 или 
30 дБ/окт.), обеспечивающие малое изменение подавле-
ния при изменении параметра обрN . Для таких функций 

при обрN  30 ухудшение подавления не превосходит  

3 дБ, как для исходных, так и для ступенчатых функций 

табл. 2. Для упрощения реализации рекомендуется ис-
пользовать ступенчатые весовые функции, свойства 
которых не хуже, чем исходных.  

Опишем способ введения ступенчатых весовых 
функций перед спектральным анализом. При использо-
вании точного алгоритма вычисления спектра все вы-
борки из фиксированного периода повторения КН сигна-
ла перемножаются на один и тот же фиксированный ве-
совой множитель. При приближенном вычислении спек-
тра весовая функция может быть введена после сумми-
рования выборок фиксированного периода по формуле 
(10) перед ДПФ (11), что позволяет получить дополни-
тельный выигрыш в объеме вычислений.  

В заключение данного раздела сделаем два замечания. 
Во-первых, обрабатываемый отрезок сигнала из 

обрN  периодов повторения содержит обрN rN  выбо-

рок , =0,1,..., 1iy i N  , однако ненулевые выборки сигна-

ла заканчиваются при индексе 1)обрi r N v   (  

N r v   . Возникает вопрос, какое из чисел из диапа-

зона  N r v N  ,  целесообразно принять за количест-

во выборок wn  весовой функции. Результаты численных 
оценок показывают, что разница между этими варианта-
ми незначительна, тем меньше, чем больше обрN  и, как 

правило, не превосходит долей децибела. При этом в 
подавляющем большинстве случаев несколько лучшее 
соотношение обеспечивает используемый в данной ра-
боте вариант w обрn N rN  . 

Во-вторых, преобразование исходной весовой функ-
ции в ступенчатую возможно произвести другими спосо-
бами, отличными от формулы (17). Например, за значе-
ние весовой функции на j-ом периоде повторения можно 
взять любую выборку исходной функции на этом перио-
де. Подобные варианты также мало отличаются друг от 
друга. 

Заключение 

В работе проанализирован алгоритм корреляционно-
весовой обработки квазинепрерывных радиолокацион-
ных сигналов и даны рекомендации по использованию 
вариантов алгоритма спектрально анализа.  

Для снижения боковых лепестков спектра сигнала 
предложено использование синтезированных автором 
просто вычисляемых весовых функций малого порядка. 
Простой способ вычисления весовых значений позволя-
ет производить его в процессе обработки, что упрощает 
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реализацию. Показано, что любая из обсуждаемых ве-
совых функций может быть использована для широкого 
набора параметров КН сигналов. При значительном 
диапазоне частот повторения КН сигналов рекомендо-
вано использование функций с быстрым спадом лепест-
ков 18 и 30 дБ/ост. Проанализированы свойства ступен-
чатых весовых функций. Установлено, что переход к 
ступенчатым функциям не ухудшает величины подавле-
ния и позволяет провести дальнейшее упрощение обра-
ботки. 
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DIGITAL PROCESSING OF RADAR 
PULSE-TRAIN WAVEFORMS USING 
LOW-ORDER WEIGHT FUNCTIONS 

Zaytsev G.V. 
The paper analyzes processing algorithm of pulse-train 

waveforms in digital radar receiver. The algorithm consists of 
range gating and doppler-filter-bank calculation in each 
range gate. Filter bank is realized by spectral analysis with 
preliminary weighting to reduce filter sidelobes. Several ver-
sions of spectrum calculations are discussed. 

Each waveform with specific duration requires specific 
weight function. So for radars with wide set of pulse trains 
the number of weighting coefficients to be stored becomes 
unacceptable. Main part of the paper tackles this problem. 
To simplify implementation the paper suggests using syn-
thesized by the author weight functions with simple cosine-
sum representation, given roll-off rate, and minimum 
sidelobe level for the given width of the main lobe. Simple 
representation allows calculating weights in real time during 
processing instead of their storage. Any of these functions 
proved to be near-optimal for wide set of waveform parame-
ters. For further simplification, step weight function are ex-
amined with step length being equal to pulse repetition pe-
riod. It is shown that for suggested functions with large roll-
off rate transition to step functions leads to insignificant per-
formance degradation. 
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Рассмотрены методы оптимизации систем когерентно-
весовой обработки многочастотных радиолокационных сигналов 
по вероятностным критериям. Приведены структурные схемы 
систем адаптивной обработки при непрерывном и дискретном 
режимах обзора. Проведен анализ систем обработки многочас-
тотных сигналов. 

УДК 621.396.96:621.391.26 

ОПТИМИЗАЦИЯ СИСТЕМ КОГЕРЕНТНО-ВЕСОВОЙ  
ОБРАБОТКИ МНОГОЧАСТОТНЫХ СИГНАЛОВ 

Попов Д.И., д.т.н., профессор кафедры радиотехнических систем Рязанского государственного 
радиотехнического университета, e-mail: adop@mail.ru 

 
Ключевые слова: адаптация, вероятност-

ный критерий, движущиеся цели, многочастот-
ные сигналы, оптимизация, пассивные помехи, 
системы обработки, слепые скорости. 
Введение 

При обнаружении сигналов движущихся 
целей на фоне мешающих отражений (пассивных помех) 
в когерентно-импульсных радиолокационных системах 
(РЛС) высокой скважности возникают известные про-
блемы – априорная неопределенность корреляционных 
характеристик помехи и слепые скорости цели. Преодо-
ление априорной неопределенности параметров помехи 
основывается на замене неизвестных параметров их 
состоятельными оценками и последующем построении 
адаптивных алгоритмов обработки. А исключение сле-
пых скоростей цели достигается использованием много-
частотных сигналов, которые помимо этого открывают 
дополнительные возможности обнаружения эхо-
сигналов, позволяя без увеличения суммарной излучае-
мой мощности получить выигрыш в дальности обнару-
жения цели. Для этого отраженные компоненты много-
частотного сигнала должны быть статистически незави-
симыми, что достигается соответствующим разносом 
несущих частот, выбираемым из условия малости длин 
волн, соответствующих разностным частотам, по срав-
нению с радиальными размерами цели. Обработка ста-
тистически независимых сигналов должна осуществ-
ляться раздельно для каждого из сигналов. В работе [1] 
синтезирован оптимальный алгоритм обработки много-
частотного сигнала на фоне пассивных помех, вклю-
чающий адаптивную матричную фильтрацию отсчетов 
каждого частотного компонента с последующим коге-
рентным суммированием (накоплением) результатов 
матричной фильтрации. Весовыми коэффициентами 
матричного фильтра являются оценки элементов обрат-
ной корреляционной матрицы помехи, вычисление кото-
рых в условиях априорной неопределенности представ-
ляет собой трудоемкую процедуру, усложняющую реа-
лизацию оптимальных алгоритмов обработки, что при-
водит к построению и оптимизации более простых коге-
рентно-весовых алгоритмов. С целью достижения пре-
дельной для рассматриваемого класса систем эффек-
тивности оптимизацию следует проводить по вероятно-
стному критерию эффективности системы обработки. 

Когерентно-весовая обработка сигналов 

Рассмотрим обработку в одном элементе разрешения 
по дальности каждого из L частотных каналов многочас-

тотной когерентно-импульсной РЛС последовательности 
N цифровых отсчетов jlU  ijl jlx y  комплексной оги-

бающей аддитивной смеси сигнала, пассивной (коррели-
рованной) помехи и собственного шума, следующих через 
период повторения T и образующих в этом элементе раз-

решения совокупность вектор-столбцов т{ } ,l jlUU  

1,j N , 1,l L . Оптимальная междупериодная обра-

ботка отсчетов jlU  в l-м частотном канале определяется 

алгоритмом [1] 

т
0l l lV  H U 0

1

N

jl jl
j

H U


 , 1,l L ,  

где 0l
H  – оптимальный весовой вектор-столбец с элемен-

тами 0
1

( )
с

N
kl

jl jk
k

l
H W 


 i( ) e ; l

jkW ( )  – элементы матрицы 

lW , обратной корреляционной матрице помехи 

т 2
п2l l l R U U , элементы которой при симметричном 

спектре помехи     ( )
пi ( )e
ll l j k

jk jk jkR    ; ( )
с
l  и ( )

п
l  – 

доплеровские сдвиги фазы за период повторения T сигна-

ла и помехи в l-м частотном канале; 2 2
ш п   /  – отно-

шение собственный шум/пассивная помеха; jk  – символ 
Кронекера. 

Преодоление априорной неопределенности парамет-
ров матрицы lR  или lW , в соответствии с методологией 
адаптивного байесовского подхода, предполагает переход 

к оценочным значениям  l
jkR̂  или     ( )

п̂i ( )ˆ ˆ e
ll l j k

jk jkW w  , что 

приводит к весовым коэффициентам 
( ) ( ) ( )ˆ ˆ( )* ( )

0
1

ˆ , 1,
l l l

C
N

ij ikl
jl jk

k
H e w e l L     



    

Множитель 
( )
п̂ie

lj  соответствует автокомпенсации до-
плеровской фазы помехи, реализуемой на входе системы 
обработки [2, 3]. В этом случае множитель 

( )
п̂ie

lj  исключа-
ется из весовых коэффициентов, для вычисления которых 
требуется обращение оценочного значения lR̂  или непо-
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средственное вычисление оценок ( )ˆ l
jkw . Представляют ин-

терес более простые варианты построения системы обра-
ботки с весовыми коэффициентами ie lj

jl jlH h    (где 
( ) ( )
с п
l l

l    ), не требующими в процессе обработки 
вычисления обратных корреляционных матриц. 

Неопределенность величины l  в доплеровском ин-
тервале однозначности [ ,  ]  , соответствующем час-

тотному интервалу [ 1/ 2 ,   1/ 2 ]T T , приводит к многока-

нальному по доплеровской фазе l  построению системы 
обработки в каждом частотном канале. Так как ширина 
спектральных составляющих когерентной пачки радиоим-
пульсов равна  1 NT/ , то при согласованной с этой вели-
чиной полосе пропускания каждого доплеровского канала 
их число должно быть равно N. При этом неопределен-
ность величины l  в p-м доплеровском канале ограничи-

вается интервалом 2 N  /  с центральным значени-

ем 
1

2p
Np 
   

 
, 1p N , . 

В доплеровских каналах каждого частотного канала 
осуществляется когерентно-весовая обработка исходных 
отсчетов в соответствии с алгоритмом 

iт ( ) ( )

1 1
e p

N N
jlp lp

lp lp l j jl j jl
j j

V H U h U 

 

   H U , 1,l L , 

1,p N . (1) 
Для достижения предельной эффективности системы 

обработки в заданных условиях весовые коэффициенты 
lp

jh( )  в p-м доплеровском канале l-го частотного канала 

определяются путем оптимизации, устанавливающей их 
функциональную связь с характеристиками помехи. 

Сигнал от движущейся цели попадает в различные до-
плеровские каналы каждого из частотных каналов, что ис-
ключает возможность объединения последних. Решение о 
наличии сигнала принимается раздельно в доплеровских 
каналах каждого частотного канала по результатам срав-
нения с пороговыми уровнями обнаружения 0l pv  величин 

2
l p lpv V | | . Заметим, что автокомпенсация доплеровской 

фазы пассивной помехи на входе многоканального фильт-
ра (МФ) приводит к локализации ее спектральных состав-
ляющих в центральных каналах МФ, облегчая тем самым 
обнаружение сигналов движущихся целей в свободных от 
помехи каналах. 

Различие доплеровских сдвигов фазы сигнала в час-
тотных каналах исключает слепые скорости цели. При 
этом доплеровский сдвиг р др2 f T  , соответствую-

щий разностной доплеровской частоте др р2 rf v f c /  

(где rv  – радиальная скорость цели, р 1l lf f f    – 

разность несущих частот излучаемых сигналов, c – ско-
рость распространения радиоволн), не должен превы-
шать 2 . Если разность рf  выбрать так, чтобы фазо-

вый сдвиг р  для максимальной скорости цели maxrv  

не превышал 2 , то среди реально возможных скоро-

стей цели вообще не будет слепых скоростей. 
При отсутствии пассивных (коррелированных) помех 

основным видом некоррелированных помех являются соб-
ственные шумы приемника. При этом обработка описыва-
ется также алгоритмом (1), в котором весовые коэффици-

енты lp
jjh h( )  при непрерывном сканировании антенного 

луча определяются формой огибающей пачки, соответст-
вующей диаграмме направленности антенны на передачу и 
прием, а при дискретном сканировании – 1jh  . 

Критерии и методы оптимизации систем  
когерентно-весовой обработки сигналов 

Вероятность правильного обнаружения сигнала на 
выходе p-го канала МФ l-го частотного канала опреде-
ляется известным выражением: 

1/[1 ( )]
1( ) l lp lq

lp lD F    1exp{ln / [1 ( )]}l lp lF q    , 1,l L , 

1,p N , (2) 

где 1F  – вероятность ложной тревоги в каждом допле-
ровском канале, связанная с вероятностью ложной тре-
воги F для многоканальной системы обработки в целом 

выражением 1 11 (1 )LNF F LNF     при 1 1LNF  , 

откуда следует, что 1F F LN / ; lq  – отношение сиг-
нал/помеха на входе l-го частотного канала. При этом 
выигрыш в отношении сигнал/помеха 

т с т п
lp l lp lp l lp lp lp lp  ( ) h r ( )h / h r h , 1,l L , 1,p N , (3) 

где ( ){ }h lp
lp jh  – вектор весовых коэффициентов, 

с
lp lr ( )  и п

lpr  – корреляционные матрицы сигнала и по-

мехи, элементы которых с учетом погрешностей авто-
компенсации [3] и фазовых сдвигов МФ имеют вид 

с( )

с( ) 2 2
ˆ

( )

cos[( )( )]exp[ ( ) / 2],

lp
ljk

l
l pjk

r

j k j k
l



   



    
 

Π( ) Π( ) 2 2
ˆcos[( ) )]exp[ ( ) / 2] ,lp l

p jkjk jkr j k j k
l

         

2
l

 ˆ  – дисперсия оценки ( )
п

l
l ˆ ˆ  [3]. 

Полагая распределение величины l  равновероят-
ным в интервале   любого канала МФ и исключая ее 
неопределенность путем соответствующего усреднения, 
вероятностный критерий оптимизации вектора lph  

представим в виде 
2

2

1max   ( )dlp lp l l

p
D D

lp p

 

 

 






 
 h

 

2

1
2

1max   exp{ln / [1 ( )]}dl lp l l

p
F q

lp p

 

 

  






 
 h

, 

1,l L , 1,p N . 
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С учетом сравнительно небольших размеров интер-
вала   и с целью упрощения решения задачи можно 
приближенно использовать критерий 

2

2

1max   ( )dlp lp l l

p

lp p

 

 

   







 h

т с т пmax( / )lp l lp lp lp lp
lp


h

h r h h r h , 1,l L , 1,p N , 

где элементы матрицы с
lr  – с( ) с( )l l

jk jkr    

2 2
ˆsinc[( ) / 2)]exp[ ( ) / 2]j k j k
l

      . 

Из экстремальных свойств собственных значений 
матриц следует, что величины lp  равны максимальным 

собственным значениям матриц с п
l lpr w  (где п

lpw  – мат-

рицы, обратные матрицам п
lpr ), а соответствующие им 

собственные векторы этих матриц представляют собой 
искомые векторы lph , 1,l L , 1,p N . 

С практической точки зрения представляют интерес 
МФ с общим для всех доплеровских каналов взвешива-
нием в каждом из частотных каналов ( lp lh h ), что по-

зволяет реализовать МФ на базе алгоритма дискретного 
преобразования Фурье или эквивалентной процедуры 
быстрого преобразования Фурье. При этом вектор 

( ){ }l
l jhh  оптимизируется по интегральному критерию, 

соответствующему максимуму средней по всем допле-
ровским каналам каждого частотного канала вероятно-
сти правильного обнаружения: 

2

1 2

1max    ( )d
N

l lp l l
p

p
D D

Nl p

 

 

 




 

 
  h

 

2

1
1 2

1max  exp{ln / [1 ( )]}d
N

l lp l l
p

p
F q

Nl p

 

 

  




 

 
  h

, 

1,l L . 

Учитывая, что при больших N и, следовательно, от-
носительно малых размерах интервала   интегриро-
вание несущественно влияет на конечный результат, 
полагаем l p   и получаем ( )lp l lp    и 

( )lp lp lpD D  , что позволяет перейти к упрощенному 

критерию 

1

1max  
N

l lp
p

D D
Nl 

 
h

1

1max  exp[ln( / ) / (1 )]
N

l lp
p

F LN q
Nl




 
h

, 1,l L . 

Данный критерий дополняется условиями constF  , 
constlq  . При constF   и constD   используется 

критерий минимума порогового отношения сиг-

нал/помеха: minlq
l


h

. В обоих случаях задача не реша-

ется аналитическими методами. Численное решение 
может быть найдено методами нелинейного программи-
рования, приводящими к достаточно трудоемкой с вы-
числительной точки зрения процедуре оптимизации. 
Более просто приближенное значение оптимального 

вектора ( ){ }l
l jhh  находится в классе параметрически 

заданных весовых функций. При аппроксимации проек-

ций вектора ( ){ }l
jh  отсчетами весовой функции Дольфа 

– Чебышева варьируемым является параметр  , опре-
деляющий ширину главного лепестка амплитудно-
частотной характеристики (АЧХ) фильтра и его амплиту-
ду по отношению к первому боковому. Осуществляя по-
иск по параметру  , можно достичь компромисса между 
данными показателями АЧХ, удовлетворяющего крите-
рию оптимизации. 

Оптимальный вектор ( ){ }l
l jhh  реализует предель-

ную эффективность обнаружения в соответствующем 
частотном канале при заданных корреляционных свой-
ствах сигнала и помехи. Для широкого класса сигналов 
может быть использована модель совместных флюктуа-

ций ( с( ) 1l
jk  ). Априорная неопределенность корреля-

ционных свойств помехи предполагает адаптацию весо-
вых коэффициентов МФ каждого частотного канала к 
оценочным значениям параметров помехи. 

Структурные схемы систем  
когерентно-весовой обработки сигналов 

Структурная схема системы адаптивной обработки 
отсчетов jlU  одной (l-й) частотной компоненты при  

непрерывном режиме обзора изображена на рис. 1, где 
АК – автокомпенсатор доплеровской фазы пассивной 
помехи [2, 3], ЗУ – запоминающее устройство обрабаты-
ваемых отсчетов, используемых также для определения 

оценок п( ) ( )
1 1

l l
k k ˆ ˆ  ( 2,k N ), которые с целью класси-

фикации помеховой обстановки идентифицируются в 
априорном пространстве параметров помех с после-
дующим выбором предварительно рассчитанного опти-

мального вектора ( ){ }l
jh . Взвешенные отсчеты подвер-

гаются дискретному преобразованию Фурье (ДПФ). 

 
Рис. 1 Структурная схема системы обработки  

при непрерывном режиме обзора 

При известной форме корреляционной функции дос-

таточно определить оценку ( )
12

l
l ˆ ˆ . Структурная схе-

ма соответствующей системы адаптивной обработки 
отсчетов jlU  одной (l-й) частотной компоненты при дис-
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кретном режиме обзора приведена на рис. 2. Для из-
вестной аппроксимации функции корреляции по оценке 

l̂  выбирается оптимальный вектор ( ){ }l
jh , проекции 

которого по командам блока управления (БУ) поочеред-
но коммутируются блоком переключений (БП) к входу 
весового блока ( ). Исходные отсчеты в запоминающем 
устройстве ( ЗУ ) задерживаются на интервал  , рав-

ный задержке при вычислении оценки l̂ . Взвешенные 
отсчеты в каждом доплеровском канале (на рис. 2 пока-
зан один канал) когерентно накапливаются путем их за-
держки в запоминающем устройстве ( ЗУT ) на интервал 

T и комплексного умножения (  ) на величину 
i

e p
 в 

цепи обратной связи [4]. После перемещения антенного 
луча в новое положение по команде БУ коммутатор (Км) 
переключает запоминающее устройство ЗУT  к выходу 
канала, и происходит считывание накопленных сумм. 

 
Рис. 2 Структурная схема системы обработки  

при дискретном режиме обзора 

Анализ систем когерентно-весовой  
обработки сигналов 

При раздельном обнаружении в каналах обработки 
вероятность правильного обнаружения сигнала в p-м 
доплеровском канале при l p   определяется анало-

гичным (2) выражением 
1/ (1 )

1 ,l l pq
lpD F S
  1,l LS , 1,p N , 

где 1F F LN /  – вероятность ложной тревоги в каждом 

доплеровском канале, lp  – выигрыш в отношении сиг-

нал/помеха, определяемый выражением (3) при l p  . 

Вероятность правильного обнаружения для l-го час-
тотного канала находится как средняя по соответствую-
щим доплеровским каналам вероятность 

1

1 N

l l p
p

D D
N 

  1/(1 )

1

1 ( / ) l lp
N q

p
F LN

N




  , 1,l L . 

Вероятность пропуска сигнала в одном частотном ка-
нале равна 1 lD , а при статистической независимости 
сигналов в частотных каналах вероятность пропуска сиг-
нала от цели одновременно во всех частотных каналах – 

1
(1 )

L

l
l

D


 . Тогда вероятность правильного обнаруже-

ния сигнала хотя бы в одном частотном канале 

1
1 1

L

l
l

D D


  ( ) .  

Если предположить, что вероятность правильного 
обнаружения во всех частотных каналах 0lD D , то 

01 1 LD D  ( ) . В частности, при 0 0,5D   и 2L   по-
лучим 0,75D  , а при 4L   – 0,94D  . Как видим, 
использование многочастотных сигналов позволяет по-
высить эффективность обнаружения. Кроме того, повы-
шение эффективности обнаружения происходит за счет 
исключения слепых скоростей цели. 

При когерентном обнаружении многочастотных сиг-
налов на фоне собственных шумов приемника при 

1jh   и ( )
с
l

p   выигрыш в отношении сигнал/шум 

lp N   . Полагая, что мощность излучаемых им-

пульсов распределяется между L частотными каналами 
поровну, для отношения сигнал/шум на входе каждого 
частотного канала имеем 1 ,q q L  где q  – отношение 
суммарной мощности многочастотного сигнала к шуму 
одного канала. Вероятность правильного обнаружения 
сигнала в одном доплеровском (частотном) канале оп-
ределяется также формулой 

1/(1 )
1 1 1N qD F  1/(1 / )( / ) N q LF LN  . (4) 
С учетом статистической независимости сигналов в 

частотных каналах вероятность пропуска сигнала от це-
ли одновременно во всех частотных каналах равна 

1(1 )LD . Учитывая выражение (4), окончательно для 
вероятности правильного обнаружения сигнала хотя бы 
в одном частотном канале получаем 

11 (1 )LD D   1/(1 / )1 1 ( / ) N q L
L

F LN      ,  

откуда для порогового отношения сигнал/шум находим 

1/
log( / ) 1

log[1 (1 ) ]L
L F LNq
N D

    
   

. (5) 

Соответствующие выражению (5) при 20N   и 
610F   зависимости порогового отношения сигнал/шум 

от числа частотных каналов L для различных значений 
вероятности D приведены на рис. 3. Как видим, при 

0,5D   использование многочастотных сигналов в рас-
сматриваемом варианте (постоянная излучаемая сум-
марная мощность и раздельное обнаружение в частотных 
каналах) не приводит к выигрышам в пороговом отноше-
нии сигнал/шум по сравнению с одночастотным сигналом. 
Однако при больших вероятностях ( 0,9D  ) существует 
оптимальное число частотных каналов ( 2...4L  ), при 
котором выигрыш по сравнению с одночастотным сигна-
лом составляет 2,5 дБ, что позволяет соответствующим 
образом уменьшить излучаемую суммарную мощность 
или при той же излучаемой мощности увеличить даль-
ность обнаружения цели. Наличие установленных выиг-
рышей подтверждает целесообразность использования 
раздельной когерентной обработки многочастотных сиг-
налов. Кроме того, в этом случае по номерам доплеров-
ских каналов, в которых произошло обнаружение цели, 
при соответствующем разносе несущих частот возможно 
однозначное измерение радиальной скорости цели в ко-
герентно-импульс-ных РЛС высокой скважности [1]. 
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Заключение 
Рассмотренные методы оптимизации систем коге-

рентно-весовой обработки многочастотных сигналов по 
вероятностным критериям позволяют реализовать пре-
дельную эффективность обнаружения при заданных 
корреляционных свойствах сигнала и пассивной помехи. 

Априорная неопределенность корреляционных 
свойств пассивной помехи предполагает адаптацию ве-
совых коэффициентов предложенных систем когерент-
но-весовой обработки многочастотных сигналов к оце-
ночным значениям параметров помехи. 

Использование многочастотных сигналов приводит к 
повы-шению эффективности обнаружения движущихся 
целей. 
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OPTIMIZATION OF COHERENT-
WEIGHT PROCESSING SYSTEMS  
OF MULTIFREQUENCY SIGNALS 
Popov D.I. 

The methods of optimization of coherent-weight process-
ing systems of multifrequency radar signals on probabilistic 
criterion are considered. The block diagrams of adaptive 
processing systems at continuous and discrete modes of the 
review are given. The analysis of processing systems of 
multifrequency signals is carried out. 
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Солонина А.И., Клинский Д.М.,  
Меркучева Т.В., Перов С.Н. 
Цифровая обработка сигналов и MATLAB 
СПб.: БХВ-Петербург, 2013. – 512 с.  
(Учебная литература для вузов) 

Описываются базовые методы и алгоритмы 
цифровой обработки сигналов и средств их компь-
ютерного моделирования в системе MATLAB. Да-
ны основы алгоритмического языка MATLAB. 
Рассматриваются дискретные сигналы, линейные 
дискретные системы, дискретное преобразование 
Фурье с использованием алгоритмов БПФ, синтез и 
анализ КИХ- и БИХ-фильтров, в том числе с фик-
сированной точкой, спектральный анализ сигналов, 
многоскоростная обработка сигналов и адаптивная 
цифровая фильтрация.  

Технология обучения в процессе компьютерно-
го моделирования на основе созданных авторами 
программ или графического интерфейса пользова-
теля MATLAB расширяет теоретические знания и 
позволяет понять многие важные проблемы и ас-

пекты практического применения методов и алгоритмов ЦОС. На прилагаемом к книге CD хра-
нятся обучающие программы и таблицы исходных данных. 

Предназначена для студентов, аспирантов и преподавателей вузов, а также специалистов в 
области цифровой обработки сигналов.   
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Рассматриваются четыре задачи обработки стохастических 
сигналов в приемной системе с антенной решеткой, решение 
которых в общем случае реализуется в комплексной арифметике: 
обнаружение, оценка числа и пеленгация источников сигналов, 
адаптивная пространственная фильтрация. Показано, что при 
центрально-симметричной структуре антенной решетки реше-
ние всех перечисленных задач может быть реализовано в дейст-
вительной арифметике. 

УДК 621.396.96: 512.643  

РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМОВ ОБРАБОТКИ  
СТОХАСТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ В ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ АРИФМЕТИКЕ  

Ратынский М.В., д.т.н., начальник сектора ОАО «ВНИИРТ», e-mail: m3v5r7@inbox.ru  
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Ключевые слова: алгоритмы сигнальной об-

работки, стохастические сигналы, обнаружение 
сигналов, оценка числа источников, пеленгация, 
адаптивная пространственная фильтрация, дейст-
вительная арифметика.  

Введение 

Задача обработки случайных или квазислу-
чайных сигналов различной природы в приемных 
системах с антенными решетками встречается в различ-
ных приложениях – в радиолокации, гидролокации, ра-
диоастрономии, связи, сейсмологии, биомедицине [1]. В 
даль-нейшем изложении для определенности мы будем 
иметь в виду радиолокационные приложения, с обработ-
кой в РЛС с цифровой ФАР узкополосных стохастиче-
ских сигналов, для которых применимо понятие ком-
плексной огибающей (КО), хотя конечные результаты 
могут иметь более широкое применение.  

Рассмотрим решение следующих четырех задач сиг-
нальной обработки [2 – 4]:  

– обнаружение сигналов;  
– оценка числа источников сигналов;  
– пеленгация источников сигналов;  
– адаптивная пространственная фильтрация (АПФ).  
В качестве входной информации задач сигнальной 

обработки используется прямоугольная матрица Y раз-
мера N  K,  

 1,Y Y YK  , (1) 

столбцами которой являются N-мерные комплексные 

векторы Kkk ,1 , Y , сигналов (КО) с выходов эле-

ментов ФАР в K последовательных моментов времени, 
отстоящих один от другого на интервал дискретизации, 
выбираемый в соответствии с теоремой Котельникова, 
так что последовательные выборки сигналов можно счи-
тать практически независимыми. Матрицу Y иногда на-
зывают обучающим пакетом, так как она часто использу-
ется для настройки (обучения) фильтров, непосредст-
венно реализующих алгоритмы сигнальной обработки. 
По пакету Y может быть рассчитана максимально прав-
доподобная (МП) выборочная оценка корреляционной 
матрицы (КМ) входных сигналов  

1
2

H
K

R YY , (2) 

где ()H – знак эрмитовой сопряженности (транспониро-
вания и комплексной сопряженности). Матрица R – эр-
митова, положительно определенная и при гауссовской 

статистике внешних сигналов и собственных шумов ан-
тенной решетки содержит всю информацию о прини-
маемых сигналах.  

В общем случае алгоритмы сигнальной обработки 
реализуются в комплексной арифметике [4]. Однако су-
ществует важное исключение из этого общего правила – 
это случай, когда антенная решетка имеет центрально-
симметричную структуру. К этому частному, но часто 
встречающемуся на практике, случаю относятся, напри-
мер: равномерная линейная, регулярные прямоугольная 
и гексагональные, равномерная кольцевая (при четном 
числе излучателей) решетки и ряд других [1]. Известно, 
что корректная обработка информации в антенных ре-
шетках центрально-симметричной структуры позволяет 
при решении многих задач практически удвоить число 
независимых выборок входных сигналов (например, [5, 
1] и ссылки в этих работах), причем это положение, ко-
торое на первый взгляд может показаться почти очевид-
ным, на самом деле нуждается в далеко не тривиальном 
доказательстве [6 – 8]. Что же касается реализации ал-
горитмов сигнальной обработки в действительной 
арифметике, то отдельные аспекты этой проблемы за-
трагивались в имеющихся публикациях [5, 9, 1], но изло-
жения единого подхода к решению перечисленных в 
начале раздела задач нам не известно, и его рассмот-
рению посвящена оставшаяся часть статьи.  
Исходные положения  

Вектор X амплитудно-фазового распределения поля, 
создаваемого удаленным точечным источником в рас-
крыве ФАР центрально-симметричной структуры, явля-
ется «сопряженно-симметричным»:  

X JX . (3) 
Здесь ()* – знак комплексной сопряженности; J – мат-

рица перестановок, имеющая единицы на побочной диа-
гонали и нули на всех остальных позициях.  

Соответственно МП выборочная оценка КМ в этом 
случае имеет вид [1]  

 1
4

H T
cs K

 R YY JY Y J ,   
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где ()Т – знак транспонирования. Последнее равенство 
может быть записано также в виде  

1
4

H
cs cs csK
R Y Y , (4) 

где блочная матрица Ycs размера N  2K состоит из двух 
блоков размера N  K:  

cs
   Y Y JY . (5) 

Использование оценок (4), (5) вместо (2), (1) как раз и 
дает эффект, эквивалентный упоминавшемуся во вве-
дении увеличению числа независимых выборок входных 
сигналов.  

Если представить матрицу Y в виде двух блоков 

размера (N/2)  K,   

1

2

 
  
 

Y
Y

Y
,  

то комплексному пакету Ycs можно поставить в соответ-
ствие действительный пакет Yr того же размера, рав-
ный [1]  

   
   

1 2 1 2

1 2 1 2
r

   
    

Re Y JY Im Y JY
Y

Im Y JY Re Y JY
, (6) 

где Re (), Im () – действительная и мнимая части соот-
ветствующих величин.  

Матрицы Ycs и Yr связаны между собой соотношени-
ем [1]  

H
r csY Q Y L , (7) 

где Q и L – унитарные матрицы размеров соответствен-
но N  N и 2K  2K, равные  

1 1 ,   
2 2

j j
j j

   
        

I I I I
Q L

J J I I
. (8) 

Здесь I – единичная матрица, j – мнимая единица.  
Поскольку сингулярные числа матрицы не изменяют-

ся при умножении ее слева или справа на любые уни-
тарные матрицы [10], сингулярные числа матриц Ycs 
(комплексной) и Yr (действительной) одинаковы.  

Обнаружение и оценка числа источников сигналов  
Вычислительная часть задач обнаружения и оценки 

числа источников стохастических сигналов сводится к 
нахождению одного (максимального) или нескольких (наи-
больших) собственных значений КМ Rcs по (4) [2 – 4, 11], 
или, что эквивалентно, к нахождению соответствующих 
сингулярных чисел (СЧ) пакета Ycs по (5). Поскольку СЧ 
пакетов Ycs по (5) и Yr по (6) одинаковы, все вычисления 
могут быть проведены с действительной матрицей Yr при 
соответствующем сокращении объема вычислений. 

Пеленгация источников сигналов  
Решение задачи пеленгации источников стохастиче-

                                                   
 
 
 Для простоты мы ограничиваемся случаем четного числа 
элементов в антенной решетке. Обобщение на случай нечет-
ного N не представляет принципиальных трудностей [1].  

ских сигналов рассмотрим на примере алгоритма Кейпо-
на пеленгации со сверхразрешением [4]. Вычислитель-
ная часть задачи пеленгации в этом случае заключается 
в нахождении значений пеленгационного рельефа P в 
соответствии с выражением  

  11HP
 V R V , (9) 

где V – нормированный вектор-гипотеза, по структуре 
совпадающий с вектором сигнала пеленгуемого удален-
ного точечного источника, принимаемого с рассматри-
ваемого направления. Очевидно, что в случае ФАР цен-
трально-симметричной структуры вектор-гипотеза V так-
же является «сопряжено-симметричным», то есть под-
чиняется соотношению (3).  

Подставляя вместо R в (9) Rcs по (4) и переходя от 
Ycs к Yr по (7), после несложных преобразований для 
эрмитовой формы в скобках выражения (9) получим  

  11 4H H T H
r rT K

 V R V V Q Y Y Q V ,   

где матрица Q определяется первым из равенств (8).  
Представляя вектор-гипотезу V в виде двух блоков 

размера (N/2)  1,  

1

2

 
  
 

V
V

V
,  

и используя очевидные соотношения  

1 1 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1

Re Im Re Im  , 

Re Im Re Im  ,

V V V JV J V J V

V V V JV J V J V

j j

j j





    

    
  

после элементарных преобразований получаем выра-
жение для действительного вектора-гипотезы Vr:  

1 2

1 2

Re Re
2 2 

Im Im
V J V

V Q V
V J V

H
r

   
        

.  

В результате все вычисления в (9) приводятся к дей-
ствительной арифметике:  

 
111 1

4
T T
r r r rP T

K

  
   

 
V Y Y V . (10) 

Разумеется, вместо формирования и явного обраще-

ния матрицы T
r rY Y  можно воспользоваться известным 

приемом ортогонализации строк пакета Yr и последую-
щего использования фильтра-ортогонализатора Ф [4], 
так что  

  1 21 1
4 4

T T
r r rP

K K
  V Φ ΦV ΦV ,   

где   – евклидова норма вектора, причем очевидно, 

что и в этом случае все вычисления выполняются в дей-
ствительной арифметике.  

Адаптивная пространственная фильтрация  
Решение задачи АПФ в соответствии с методом пря-

мого обращения выборочной оценки R КМ входных сиг-
налов заключается в вычислении комплексного весового 
вектора W, определяемого (без учета нормировки) вы-
ражением [4] 
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1W R S ,  (11) 
где S – опорный вектор, все элементы которого, при на-
личии независимой системы фазирования антенной ре-
шетки, действительны и равны 1.  

Аналогично предыдущему, подставляя в (11) Rcs по 
(4) вместо R и переходя от Ycs к Yr по (7), получим:  

  1
4 T H

r rK


W Q Y Y Q S . (12) 

Представляя опорный вектор S в виде двух блоков 
размера (N/2)  1,  

1

2

 
  
 

S
S

S
,  

причем в данном случае S1 = S2, получим следующее 
выражение для промежуточного действительного опор-
ного вектора Sr:  

12 H
r

 
   

 

S
S Q S

0
.   

Второй блок вектора в последнем выражении – век-
тор размера (N/2)  1 с нулевыми элементами.  

Таким образом, в соответствии с (12) можно рассчи-
тать в действительной арифметике значение промежу-
точного вектора Wr,  

  1
4 T

r r r rK


W Y Y S ,  (13) 

после чего окончательное значение искомого комплекс-
ного вектора W получается фактически переупаковкой 
элементов действительного вектора Wr:  

rW QW .  

Если, как и в задаче пеленгации, использовать 
фильтр-ортогонализатор Ф строк пакета Yr, вместо (13) 
получим эквивалентное ему выражение  

4 T
r rKW Φ ΦS ,  

в соответствии с которым все вычисления также выпол-
няются в действительной арифметике.  

Заключение  

Мы показали, что в приемной системе с антенной 
решеткой, имеющей центрально-симметричную структу-
ру, решения задач обнаружения, оценки числа и пелен-
гации источников стохастических сигналов, а также за-
дачи адаптивной пространственной фильтрации могут 
быть реализованы в действительной арифметике.  

Поскольку сочетание операций перемножения двух 
комплексных чисел и сложения двух комплексных чисел 
эквивалентно восьми операциям умножения или сложе-
ния действительных чисел, переход от комплексной 
арифметике к действительной ведет к сокращению объ-
ема вычислений вчетверо.  

Мы не приводим результатов цифрового моделиро-
вания, подтверждающих эквивалентность вычислений в 
комплексной и действительной арифметике, ввиду их 
тривиальности – соответствующие результаты во всех 
случаях практически тождественно совпадают.  
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IMPLEMENTATION OF STOCHASTIC 
SIGNALS PROCESSING ALGORITHMS 
IN REAL ARITHMETIC 
Ratynsky M.V., Petrov S.V. 

Four problems of stochastic signals processing in receiv-
ing system with antenna array are discussed: detection, 
enumeration and directions of arrival estimation of signal 
sources and adaptive space filtering. The solution of the 
problems is implemented generally in complex arithmetic. It 
is proved that solution of all the problems can be imple-
mented in real arithmetic when antenna array has central 
symmetric structure. The results of complex and real solu-
tions are really identical for all cases, but in the second case 
(real arithmetic) the amount of computations is four times 
less as compared with the first one (complex arithmetic).  
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Предлагается способ очистки речевого сигнала от шума, ос-
нованный на фильтрации в модуляционной области. Способ явля-
ется универсальным и позволяет подавлять широкий класс аку-
стических помех. Приводятся результаты экспериментов, пока-
зывающие, что предлагаемый способ обеспечивает более высо-
кий коэффициент ослабления шума и меньшую степень деграда-
ции полезного речевого сигнала в сравнении с известным алго-
ритмом на основе RASTA (RelAtive SpecTrA). 

УДК 004.934.2 
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Введение 

Обработка речи в модуляционной области 
появилась сравнительно недавно. Идеи, лежа-
щие в ее основе, возникли в результате иссле-
дований, показавших важность амплитудных модуляций 
для восприятия звуков слуховой системой человека [1, 2, 
3]. В последнее время проведено большое количество 
исследований, подтверждающих информационную зна-
чимость амплитудных модуляций речевого сигнала [3, 4]. 
На основании ряда наблюдений сделано предположение, 
что слуховая система человека распознает текст речевого 
сообщения при помощи частотно-временного анализа 
амплитудных модуляций речи. В работах [5, 6, 7] показа-
но, что оценка амплитудно-моду-лированных тонов может 
служить методом исследования слухового восприятия. 
Кроме того, было установлено, что амплитудные модуля-
ции на близких частотах маскируют друг друга. В работе 
[8] показана еще более тесная связь классических психо-
акустических принципов частотного и временного маски-
рования с аналогичными эффектами в модуляционном 
спектре. Исключительная роль модуляционного спектра в 
восприятии речи используется для оценки индекса раз-
борчивости STMI (спектрально-временной модуляцион-
ный индекс), который определяет ухудшение декодирова-
ния спектральных и временных модуляций в условиях 
агрессивной шумовой обстановки [9]. 

В терминах модуляционного спектра речевой сигнал 
имеет целый ряд присущих ему характерных свойств, 
отличающих его от других сигналов. Одним из таких 
свойств является ограниченность модуляционного спек-
тра [10], позволяющая подавлять различные акустиче-
ские помехи путем применения узкополосной фильтра-
ции в модуляционной области [11]. Преимуществом дан-
ного подхода является универсальность и простота реа-
лизации. В отличие, например, от широко применяемого 
метода спектрального вычитания шумоподавление про-
исходит автоматически без вычисления спектральной 
плотности мощности шума, выделения пауз и использо-
вания детекторов голосовой активности. Выделение ре-
чевого сигнала выполняется на основе объективных 

признаков, независящих от шумовой обстановки, что 
делает подход фильтрации в модуляционной области 
особенно надежным в условиях сильного зашумления. 
Особо высокое качество шумоподавления обеспечива-
ется для полигармонических помех высокой интенсивно-
сти и реверберационных шумов. В работах [11, 12, 13] 
предложен ряд алгоритмов шумоочистки, основанных на 
этой технике. Одним из основных недостатков данных 
алгоритмов является искажение речи, которое выража-
ется в появлении артефактов (музыкальные тона), вы-
равнивании спектральных огибающих (отбеливание) и 
подавлении полезного сигнала вместе с шумом. 

Настоящая работа направлена на поиск нового алго-
ритма очистки речевого сигнала от сложных помех путем 
фильтрации в модуляционной области, позволяющего 
минимизировать перечисленные недостатки. 
Определение и особенности  
модуляционного спектра 

Для определения «модуляционного спектра» и «мо-
дуляционной области» введем понятие «модуляционной 
частоты». Если «линейная частота» описывает частоту 
гармонических составляющих сигнала и используется 
для его декомпозиции при помощи преобразования Фу-
рье, то «модуляционная частота» вводится как отдель-
ное понятие, имеющее свой физический смысл. Рас-
смотрим амплитудно-модулированный периодический 
сигнал с фиксированной частотой c  и ограниченным 
спектром: 

( ) ( )cos cs t m t t   

где модулирующий сигнал ( )m t  принимает неотрица-
тельные значения и ограничен по частоте таким обра-
зом, чтобы обеспечить возможность его полного восста-
новления из ( )s t . Тогда модуляционную частоту сигнала 

( )s t  можно получить, используя преобразование Фурье 
модулирующего сигнала: 
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( ) { ( )} ( )j j tM e F m t m t e dt 






   .  

Модель имеет более простую интерпретацию через 
узкополосный синусоидальный модулятор: 

( ) (1 cos( ))cos( )m cs t t t   .  
Для возможности восстановления модуляционного 

сигнала частота m  должна быть ниже несущей частоты 

c . Для обеспечения неотрицательных значений моду-
ляционного сигнала используется постоянное смещение. 
Без потери общности можно предположить, что модуля-
ционный сигнал нормализован и принимает значения в 
диапазоне [-1,1]. 

Степень влияния модуляционных частот хорошо ис-
следована путем субъективной оценки разборчивости 
фильтрованной в модуляционной области речи [10]. 
Эксперименты проводились раздельно для модуляцион-
ных фильтров низких и высоких частот, что позволило 
выделить наиболее важную полосу. В результате были 
сформулированы следующие основные особенности 
обработки речи модуляционной области: 

– амплитудный спектр речевого сигнала может быть 
ограничен сверху частотой 16 Гц без заметного сниже-
ния разборчивости для людей с нормальным слухом; 

– амплитудный спектр речевого сигнала может быть 
ограничен снизу частотой 4 Гц без заметного снижения 
разборчивости для людей с нормальным слухом; 

– слушатели лишь частично могут понимать речь в 
условиях идеальной акустической обстановки, если ам-
плитудный спектр речевого сигнала обработан фильт-
ром нижних частот с частотой среза 2 Гц либо фильтром 
верхних частот с частотой среза 32 Гц; при расширении 
полосы пропускания модуляционных фильтров разбор-
чивость повышается;  

– согласные звуки деградируют сильнее гласных при 
ограничении модуляционного спектра. 

В работах [9] и [10] также отмечено, что основные 
модуляционные частоты, влияющие на разборчивость 
речи, находятся в диапазоне от 1 до 16 Гц с пиком около 
3-5 Гц; кроме того, более 95% модуляционных компонент 
речевого сигнала сконцентрированы в данном диапазоне. 
Это предположительно обусловлено количеством слогов, 
произносимых диктором за одну секунду. 

 Шумоподавление на основе фильтрации  
в модуляционной области 

На основе приведенных выше положений были 
предложены два наиболее известных метода модуляци-
онной фильтрации речи для подавления аддитивного 
шума и реверберации: фильтрация модуляционного 
спектра – RASTA и перцепционное линейное предсказа-
ние – PLP (Perceptual Linear Prediction). 

Основная идея данных алгоритмов заключается в 
том, что модуляционные компоненты сигнала, не входя-
щие в важный для восприятия диапазон, можно удалить 
без существенной потери разборчивости. В результате 
шумовые составляющие сигнала (стохастические, поли-
гармонических помехи и реверберация) будут подавле-
ны, поскольку существенная часть их энергии находится 

за пределами речевой полосы модуляционного спектра. 
Алгоритм обработки речи на основе RASTA-PLP со-

стоит из следующих основных шагов [12]: 
– вычисление энергии сигнала в критических полосах; 
– компрессия амплитудных значений путем статиче-

ской нелинейной трансформации; 
– фильтрация амплитудных огибающих каждого из 

субполосных сигналов; 
– растяжение амплитудного спектра путем обратной 

статической нелинейной трансформации; 
– умножение амплитудных значений на кривую рав-

ной громкости и возведение в степень 0.33 для вырав-
нивания громкости. 

Для нелинейного преобразования амплитуд (комп-
рессии/растяжения) обычно используются логарифми-
ческие либо степенные функции. Логарифмическая 
трансформация приводит к тому, что такие искажения, 
которые представляют собой свертку во временной об-
ласти (например реверберация), проявляются как адди-
тивный шум в логарифмическом амплитудном спектре. 
Однако в случае зашумления речи некоррелированным 
аддитивным сигналом возникают трудности, поскольку 
такой шум аддитивен в линейном спектре, но в лога-
рифмическом становится зависим от самого сигнала, что 
делает невозможным его удаление путем фильтрации 
по частотным полосам. Решение данной проблемы за-
ключается в использовании следующей функции преоб-
разования: 

( , ) ln(1 ( , ))Y k n t JX k n t   ,  

где ( , )X k n t   амплитуда сигнала в k-ом канале, J – 
положительная константа, зависящая от типа сигнала. 
Такое преобразование линейно для малых значений 
амплитуды и является логарифмическим для больших 
величин. Формула обратного преобразования имеет вид 

( , ) 1( , )
Y k n teX k n t

J





 .  

Синтез модуляционного фильтра 
В качестве фильтра, используемого для обработки 

сигнала в модуляционной области, авторами RASTA [0] 
был предложен БИХ фильтр с передаточной функцией 

1 3 4
4

1
2 2( ) 0.1 .

1 0.98
z z zH z z

z

  


  




  

Нижняя граница полосы пропускания фильтра опре-
деляет максимальную скорость изменения логарифми-
ческого спектра, который отбрасывается в процессе 
фильтрации, в то время как верхняя граница полосы 
пропускания определяет максимальную скорость изме-
нения сохраняемого спектра. На рис. 1 показана ампли-
тудно-частотная характеристика модуляционного поло-
сового фильтра RASTA. Как следует из представленных 
результатов, начиная с частоты 12 Гц коэффициент уси-
ления уменьшается со скоростью 6 dB на октаву. 

Основным недостатком RASTA-алгоритмов является 
то, что сигнал фильтруется без учета характера и степе-
ни зашумления. Поэтому системы на основе данных ал-
горитмов ориентированы на конкретную акустическую 
среду и не могут подстраиваться к изменяющимся усло-
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виям шумовой обстановки. Более того, чистая речь по-
сле обработки RASTA-системой звучит неприятно из-за 
наличия музыкальных тонов.  

 
Рис. 1.  Амплитудно-частотная характеристика  

модуляционного полосового фильтра RASTA 

В работе [10] используются полосовые КИХ-фильтры 
(полоса пропускания 1-16 Гц) с различными амплитудно-
частотными характеристиками. Известно применение 
модуляционного фильтра, который с целью улучшения 
разборчивости речи усиливал модуляционные компо-
ненты в диапазоне 2-8 Гц [9].  

 
а) 

 
б) 

Рис. 2.  Перестраиваемый фильтр для обработки речевого 
сигнала в модуляционной области:  

а) – амплитудно-частотные характеристики;  
б) – импульсные характеристики 

Однако оба подхода не позволяют избавиться от 
вышеупомянутого недостатка. В работе [13] предприни-
мается попытка выбора модуляционного фильтра с уче-
том оценки условий окружающей акустической среды, и 
для повышения качества речи вместо одного модуляци-
онного полосового фильтра с постоянной характеристи-
кой используется их набор.Поскольку существует пря-
мая зависимость между слоговой разборчивостью речи 
и энергией в полосе определенных частот модуляции, 
целесообразно выполнять слежение во времени за ха-
рактером изменения модуляционного спектра и соответ-
ствующим образом менять полосу пропускания модуля-
ционного фильтра, т.е. синтезировать модуляционный 
фильтр с изменяющимися во времени параметрами. В 
работе [11] в качестве прототипа используется парамет-
рический перестраиваемый фильтр [14, 15], у которого в 
каждом частотном канале k во времени изменяется ко-

эффициент ka0 , определяющий полосу пропускания 

фильтра k . Центральная частота 0  сохраняется 

постоянной. Передаточная функция фильтра имеет вид 
2

0 1 2
0 0

1( ) ,
1 ( 1) (1 2 )

k k
k k

zH z a
a gz a z



 



   

  

где 0 2
k

k
k

t
a

t



 
 




, 02cosg t  , / st M f  , 

M  число полос банка фильтров, sf   частота дискре-
тизации. На рис. 2 изображены импульсные и частотные 
характеристики данного фильтра для разных значений 
коэффициента 0ka . 

Алгоритм обработки сигнала  
в модуляционной области 

Для субполосной декомпозиции речевого сигнала 
обычно используют банк фильтров [11, 12]. Фильтрация 
выполняется в фиксированных полосах, которые зара-
нее определены на этапе расчета банка фильтров. Уп-
рощенно схема обработки сигнала в модуляционной 
области может быть представлена следующим образом 
(рис. 3). 
Согласно схеме, алгоритм состоит из следующих шагов [11]: 

Шаг 1) речевой сигнал ( / )sx n f  разделяется на М 
частотных полос со следующими нормализованными 
центральными частотами: (2 1) / 2k M , причем каж-
дый канал характеризуется своей импульсной характе-
ристикой ( ),kp n  а также частотной характеристикой 

( )kP f  для 0 / 2k M  . Ширина каждой полосы не 
должна превышать частоту основного тона сигнала для 
того, чтобы исключить попадания нескольких гармоник 
основного тона в один канал. 

Шаг 2) в каждом канале (0 / 2)k k M  : 
– вычисляется амплитудная огибающая сигнала 
( / )k sx nM f  

   2 2( / ) Re ( / ) Im ( / )k s k s k sy nM f x nM f x nM f   (1) 

и фаза 
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Рис. 3. Схема обработки сигнала в модуляционной области 

 
 

Im ( / )
( / ) ;

Re ( / )
k s

k s
k s

x nM f
nM f arctg

x nM f
   (2) 

– выполняется трансформация амплитуды огибаю-
щей спектра ( / )k sy nM f  путем нелинейного статиче-

ского сжатия ( ) ln(1 1000 ( / ) )k k s
s

nMy y nM f
f

  ; 

– производится фильтрация огибающей амплитуды 
спектра ( / )k sy nM f  модуляционным фильтром со-
гласно схеме, приведенной на рис. 4; 

 

Рис. 4. Фильтрация амплитудной огибающей ( / )k sy nM f  
перестраиваемым модуляционным фильтром 

– изменяется параметр 0ka , задающий полосу про-
пускания модуляционного фильтра в каждом канале, 
согласно следующей процедуре: 

1) вычисление оценки среднеквадратического зна-
чения kS  речевой (фильтрованной) компоненты;  

2) вычисление оценки среднеквадратического зна-
чения kY  сигнала ( / )k sy nM f  при помощи экспонен-
циального усреднения;  

3) вычисление значения действительной весовой 
функции kH  и коэффициента модуляционного фильтра 

2
0k ka H . 

– выполняется трансформация амплитуды оги-
бающей спектра ( / )k ss nM f  в линейный масштаб  
путем обратного нелинейного преобразования 

1( / )
'

1000

y

k
s

nM fsknM ey
f

     
. 

Шаг 3) восстановление речевого сигнала ( / )k sx n f  
при помощи банка фильтров синтеза. 

В приведенном алгоритме частотные полосы равно-

мерно перекрывают весь диапазон сигнала и не пересе-
каются. Причем, с одной стороны, число полос должно 
быть максимально большим, чтобы увеличить частотное 
разрешение алгоритма обработки, с другой стороны, 
каждая полоса должна быть достаточно широкой для 
сохранения эффективного диапазона модуляционного 
спектра. Если частота дискретизации составляет 8 кГц, 
то M следует выбирать не меньше 57 (что соответствует 
ширине полосы пропускания 70Гц), но и не более 130 
(что соответствует ширине полосы пропускания 31Гц). 
Данные ограничения приводят к неточному разделению 
обрабатываемого сигнала на речь и шум в модуляцион-
ном спектре, что выражается в подавлении полезного 
сигнала и повышенном уровне остаточного шума, а так-
же излишнего «отбеливания» речи. Таким образом, це-
лесообразно использование иного способа расчета ам-
плитудной огибающей, основанного на суммировании 
мгновенных амплитуд нескольких каналов. 

Модификация алгоритма 

Ниже приведен предлагаемый модифицированный 
алгоритм фильтрации в модуляционной области: 

Шаг 1) речевой сигнал ( / )sx n f  разделяется на M 
частотных полос со следующими нормализованными 
центральными частотами: (2 1) / 2k M . Ширина каж-
дой полосы фиксирована (более 30Гц) и не зависит от 
числа каналов; M выбирается сколь угодно большим в 
зависимости от производительности вычислительной 
платформы (в экспериментальной реализации исполь-
зовалось 2048 каналов). 

Шаг 2) в каждом канале (0 / 2)k k M   амплитуд-

ная огибающая ( / )k sy nM f  и фаза ( / )k snM f  вычис-
ляются по формулам (1) и (2). 

Шаг 3) полученные амплитудные огибающие группи-
руются в L каналов, причем L M  (в эксперименталь-
ной реализации использовалось L  64); Результирую-
щие огибающие вычисляются как среднее квадратиче-
ское от мгновенных амплитудных значений субканаль-
ных сигналов, входящих в одну группу 

2( / )

( / )
/

i s
i группа

l s

y nM f
lz nM f
M L





, 1 l L  ;  

– выполняется трансформация амплитуды огибаю-
щей спектра ( / )l sz nM f  путем нелинейного статическо-

го сжатия ( / ) ln(1 1000 ( / ) )l s l sz nM f z nM f  ; 
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– выполняется фильтрация огибающей амплитуды 
спектра ( / )l sz nM f  модуляционным фильтром соглас-
но схеме, приведенной на рис. 4; 

– параметр 0ka  изменяется согласно процедуре, 
приведенной выше; 

– производится трансформация амплитуды огибаю-
щей спектра ( / )l sz nM f  в линейный масштаб путем 
обратного нелинейного преобразования 

 
( / ) 1

ˆ /
1000

nM fs
lz

l s
ez nM f



 . 

Шаг 4) Вычисление коэффициентов усиления G для 
каждого из L каналов: 

ˆ ( / ) / ( / )l l s l sG z nM f z nM f .  
Амплитуда каждого из M исходных каналов умножа-

ется на соответствующий коэффициент lG  и выполня-
ется восстановление речевого сигнала при помощи бан-
ка фильтров синтеза. 

Результаты экспериментов 

Сравнение полученного алгоритма (далее МФ2) с 
известным [11] (далее МФ1) проводилось с использова-
нием специально подготовленных речевых сигналов, 
зашумленных помехами различных типов. Сравнение 
выполнено при помощи объективных оценок на основе 
анализа спектра сигналов и при помощи субъективных 
оценок на основе результатов прослушивания. 

На рис. 5 представлен результат обработки сигнала, 
зашумленного белым шумом. 

В обработанных сигналах энергия аддитивного шума 
снижена на 8дБ (МФ1) и на 10дБ (МФ2). Видно, что оба 
обработанных сигнала содержат музыкальные тона, одна-
ко интенсивность тонов заметно ниже для алгоритма МФ2. 

На рис. 6 представлен результат обработки сигнала, 
зашумленного сетевой помехой. Сетевая помеха пред-
ставляет собой совокупность гармонических компонент с 
медленно изменяющимися амплитудами и поэтому эф-
фективно задерживается модуляционными фильтрами. 

На участках, где отсутствует голос диктора, снижение 
энергии сетевой помехи составляет примерно 33дБ и 
40дБ для алгоритмов МФ1 и МФ2 соответственно. 

На рис. 7 представлен результат обработки сигнала, 
зашумленного шумом пылесоса, который состоит из пе-
риодических и непериодических составляющих. Особен-
ностью данной помехи является ее нестационарность. 

На участках, где отсутствует голос диктора, энергия 
помехи в среднем снижена на 20 дБ и 23 дБ для алго-
ритмов МФ1 и МФ2 соответственно. 

На рис. 8 представлен результат обработки речи на 
фоне музыки. Автоматическое отделение речи от музы-
ки в одноканальных системах представляет собой осо-
бенно сложную задачу. Тем не менее, использование 
модуляционных фильтров обеспечивает некоторое по-
давление тональных и переходных составляющих, ха-
рактерных для музыкальных инструментов.  

Снижение энергии музыки составляет примерно 4дБ 
для обоих алгоритмов модуляционной фильтрации. 

На рис. 9 представлен результат обработки речи с 
реверберацией. 

 
Рис. 5.  Результат обработки сигнала, зашумленного белым шумом: 

 а)  исходный речевой сигнал; б)  МФ1; в)  МФ2 

 

Рис. 6.  Результат обработки сигнала, зашумленного сетевой помехой:  
а)  исходный речевой сигнал; б)  МФ1; в)  МФ2 



 

 
 
30 

 

Рис. 7. Результат обработки сигнала, зашумленного шумом пылесоса: а)  исходный речевой сигнал; б)  МФ1; в)  МФ2 

 

Рис 8. Результат обработки сигнала, зашумленного фоновой музыкой: а)  исходный речевой сигнал; б)  МФ1; в)  МФ2 

 

Рис. 9.  Результат обработки сигнала с реверберацией: а)  исходный речевой сигнал; б)  МФ1; в)  МФ2 

Во всех приведенных выше примерах предложенный 
алгоритм фильтрации обеспечивает более низкий уро-
вень музыкальных тонов и других артефактов, более 
точно сохраняет форму спектральной огибающей и гар-
моническую структуру речевого сигнала. Различия осо-
бенно заметны в низкочастотной области спектра (ниже 
500 Гц). 

Результаты субъективной оценки качества очистки 
речевых сигналов приведены в табл. 1. В процессе экс-
перимента использовались записи мужского голоса 
продолжительностью 3 минуты, зашумленные помеха-
ми различных типов. Четырем слушателям была пред-
ложена субъективная оценка (по пятибалльной шкале) 
качества подавления шума в обработанных сигналах по 
следующим показателям: 

– разборчивость (точность восприятия речевого со-
общения: 5 – полная, 4 – почти полная, 3 – неполная, 2 – 
частичная, 1 – отсутствует); 

– субъективное зашумление (степень зашумления: 5 
– высокий уровень зашумления, ощущается сильный 
дискомфорт при прослушивании, 4 – умеренный дис-
комфорт при прослушивании, 3 – сохраняется средняя 
комфортность прослушивания, 2 – сохраняется высокая 
комфортность прослушивания, 1 – нет зашумления); 

– качество реконструкции (естественность звучания 
обработанного речевого сигнала: 5 – абсолютно нату-
ральное звучание, 4 – почти натуральное звучание с 
небольшим уровнем артефактов, 3 – средний уровень 
артефактов, 2 – высокий уровень артефактов, 1 – речь 
полностью неестественная). 

Таблица 1 Результаты субъективной оценки качества очистки речевых сигналов 

Тип помехи 
/ оценка Белый шум Сетевая помеха Шум пылесоса Фоновая музыка Реверберация 

 Исх МФ1 МФ2 Исх МФ1 МФ2 Исх МФ1 МФ2 Исх МФ1 МФ2 Исх МФ1 МФ2 
Разборчи-
вость 4 4.25 4.25 3.25 4.0 4.25 2.75 3.5 3.75 2 2.5 2.75 4 4.25 4.25 

Субъектив-
ное зашум-
ление 

4 3 2.75 4.5 2.5 2.25 4.75 3 2.5 4.5 4.25 4.25 3 1.5 1.25 

Качество 
реконструк-
ции 

- 2.75 3 - 3.5 3.75 - 3 3.25 - 3.25 3.25 - 3.5 3.75 
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Полученные результаты свидетельствуют о том, что 
предложенный алгоритм фильтрации речи в модуляци-
онной области обеспечивает более высокое субъектив-
ное качество шумоподавления. Это достигается как за 
счет снижения уровня слышимых артефактов, так и за 
счет более точного восстановления спектральных оги-
бающих речевого сигнала. 

Заключение 

Исследования информационной значимости модуля-
ционных частот речи являются одним из приоритетных 
современных направлений развития систем шумоподав-
ления и распознавания речи в условиях агрессивной 
акустической обстановки. Высокий потенциал подхода 
модуляционной фильтрации для повышения разборчи-
вости речи в шумах объясняется его физиологической 
мотивацией и тесной связью с психоакустикой. Практи-
ческим достоинством подхода является универсаль-
ность и автоматическая адаптивность к помехам разных 
типов. 

При выполнении модуляционной фильтрации ключе-
выми являются вопросы выбора способа субполосной 
декомпозиции, функции преобразования амплитудной 
огибающей, модуляционного фильтра и способа синтеза 
выходного сигнала. В работе выполнен поиск наиболее 
удачных на наш взгляд решений каждой из перечислен-
ных составляющих, и на их основе предложен ориги-
нальный алгоритм для достижения максимально высо-
кой степени очистки речевого сигнала. 

Полученные результаты свидетельствуют о примени-
мости предложенного алгоритма для обработки речевых 
сигналов, зарегистрированных в различных акустических 
условиях. Основным достоинством алгоритма является 
более низкий уровень слышимых артефактов и более 
высокое качество реконструкции речевого сигнала. Наи-
более хорошо алгоритм применим для очистки речевого 
сигнала от тональных шумов высокой интенсивности (та-
ких как сетевая помеха) и реверберации. 
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REDUCING COMPLEX NOISES  
IN SPEECH USING FILTERING IN 
MODULATION DOMAIN 
Azarov I.S., Vashkevich M.I.,  
Lihachev D.S., Petrovsky A.A. 

The paper presents a method for noise reduction which 
is capable of handling noises of different nature such as 
white, colored quasiperiodic or reverberation. This all-
purpose method is based on filtration in modulation domain. 
In order to obtain modulation signals source speech is de-
composed into overlapping analytical subband signals using 
a filter bank. Then each analytical signal is parametrized in 
terms of instantaneous amplitude and frequency. Subchan-
nel samples are grouped by instantaneous frequency values 
and their overall intensity envelopes are evaluated. Enve-
lopes are filtered with a band-pass filter which retains 
speech modulations and attenuates noise modulations. Fi-
nally subband gains are calculated and applied to subchan-
nel signals and the cleared speech signal is reconstructed. 
The paper contains experimental results that show that the 
proposed method has a better performance than its known 
counterpart based on RASTA (RelAtive SpecTrA). 
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Рассматриваются вопросы автоматического выделения объ-
ектов земной поверхности на основе анализа материалов гипер-
спектральной съемки. Для решения этой задачи обосновано исполь-
зование методов искусственного интеллекта. Представлены ре-
зультаты обработки натурной гиперспектральной информации. 

УДК 004.932 

СЕГМЕНТАЦИЯ ОБЪЕКТОВ ПО ДАННЫМ ГИПЕРСПЕКТРАЛЬНОЙ СЪЕМКИ ЗЕМЛИ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДОВ ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА 

Демидова Л.А., д.т.н., профессор кафедры ВПМ РГРТУ  
Еремеев В.В., д.т.н., профессор, директор НИИ «Фотон» РГРТУ, e-mail: foton@rsreu.ru 
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Тишкин Р.В., к.т.н., доцент, начальник отдела филиала ФГУБ «ГНПРКЦ «ЦСКБ-Прогресс» – ОКБ «Спектр»,  
Юдаков А.А., начальник научно-производственного отдела создания и эксплуатации специальных наземных 
комплексов ФГУБ «ГНПРКЦ «ЦСКБ-Прогресс» 

 
Ключевые слова: гиперспектральные изоб-

ражения, сегментация, спектральная характе-
ристика, методы искусственного интеллекта. 

Введение 

Гиперспектральная съемка является приоритетным 
направлением развития систем дистанционного зонди-
рования Земли (ДЗЗ). Она предполагает одновременное 
получение сотен и тысяч изображений одной и той же 
сцены, зафиксированных в очень узких соприкасающих-
ся диапазонах спектра. В результате формируется мно-
гомерное гиперспектральное изображение (ГСИ), назы-
ваемое гиперкубом. Каждой точке земной поверхности 
гиперкуб ставит в соответствие спектральную характе-
ристику (СХ), которая описывает распределение энергии 
излучения по длине волны. Знание СХ для множества 
точек вполне определенных объектов позволяет автома-
тизировать процесс сегментации объектов и установить 
их физико-химические свойства. Поэтому материалы 
гиперспектральной съемки находят широкое применение 
во многих сферах человеческой деятельности: экологии, 
сельском и лесном хозяйствах, анализе атмосферы, 
поиске полезных ископаемых, военной сфере и др. 

Гиперспектральная съемка начала внедряться в прак-
тику ДЗЗ совсем недавно. За рубежом работы в этом на-
правлении начаты 12 лет назад и активно развиваются. В 
нашей стране впервые гиперспектральная аппаратура 
(ГСА) выведена на орбиту на спутнике МКА-ФКИ (голов-
ной разработчик – НПО им. С.А. Лавочкина) в июле 2012 
года, а 25 июня 2013 года запущен КА «Ресурс-П» на ко-
тором установлена ГСА, работающая в 130 узких сопри-
касающихся диапазонах видимой области спектра. 

ГСИ – это принципиально новый вид информации о 
земной поверхности, развитие средств ее получения и 
обработки находятся в самой начальной стадии. Основ-
ной задачей, для решения которой собственно и созда-
ется ГСА, является повышение уровня автоматизации 
процессов сегментации и последующей классификации 
объектов наблюдаемой сцены. 

Анализ характерных свойств ГСИ гиперспектральных 
изображений показывает наличие сильной корреляции 
между отдельными элементами гиперкуба как в про-
странственной, так и в спектральной области. Другой 
характерной особенностью ГСИ является значительное 

влияние на спектральные характеристики ряда иска-
жающих факторов: условий съемки и освещенности зем-
ной поверхности, состояния атмосферы, сезонности на-
блюдений, погодных условий и др. Все это вносит неко-
торую неопределенность в отображение объектов, реги-
стрируемых в различных спектральных диапазонах, и, 
кроме того, приводит к размытию границ переходов от 
одного объекта к другому. В связи с этим авторы счита-
ют, что одним из перспективных направлений по сегмен-
тации объектов на ГСИ является совместное примене-
ние алгоритмов кластеризации в условиях неопределен-
ности (в частности, FCM-, PCM- и PFCM-алгоритмов), 
обеспечивающих разбиение на кластеры с учетом 
свойств кластерной относительности и/или кластерной 
типичности. В настоящей работе рассматриваются пер-
вые результаты исследований по комплексному приме-
нению данных алгоритмов для сегментации ГСИ. 

Кластеризация ГСИ в условиях неопределенности 

Кластеризация ГСИ в условиях неопределенности 
заключается в нахождении разбиения исходного множе-
ства точек ГСИ, образующих некоторую структуру кла-
стеров, т.е. в нахождении степеней принадлежности 
или/и типичности точек ГСИ искомым кластерам. 

Наиболее известными алгоритмами кластеризации, 
основанными на учете того или иного вида неопреде-
ленности, является алгоритм нечетких c -средних (fuzzy 
c  – means; FCM-алгоритм) [1] и его модификации: алго-
ритм возможностных c -средних (possibilistic c -means; 
PCM-алгоритм) [2] и алгоритм возможностных нечетких 
c  – средних (possibilistic fuzzy c -means; PFCM-алго-
ритм) [3]. FCM-алгоритм основан на учете свойства кла-
стерной относительности, PCM-алгоритм – на учете 
свойства кластерной типичности, PFCM-алгоритм – на 
одновременном учете свойств кластерной относитель-
ности и типичности объектов (точек ГСИ). Рассмотрим 
использование этих алгоритмов с учетом специфики 
решения задачи сегментации точек ГСИ, основываясь на 
трудах зарубежных авторов [1, 2, 3]. 
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Гиперспектральное изображение можно представить 

в виде множества точек 1{ ; 1, }i ix x l q  , 1,i n , где 
n  – количество точек изображения, а q – количество 
спектральных каналов. 

FCM-, PCM- и PFCM-алгоритмы основаны на мини-
мизации соответственно целевых функций [1-3, 4, 5]:  
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где [ ( )]j iU u x  – нечеткое c -разбиение множества 

точек X на основе функций принадлежности ( )j iu x  

спектральных характеристик точки ГСИ ix  кластеру jX ; 

[ ( )]j iW w x  – возможностное c -разбиение множества 

точек X на основе функций типичности ( )j iw x , опреде-
ляющих возможностную степень типичности точки ГСИ 

ix  кластеру jX  ( j 1,c ); 1( ,..., )cV v v  – центры кла-

стеров; jid  – расстояние между центром кластера jv  и 

точкой изображения ix : 2 2
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значение функции типичности точки ГСИ кластеру jX  
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Функции принадлежности ( )j iu x  и типичности 

( )j iw x  определяются как 

2 ( 1)

1
( ) 1 ( )/

c
m

j i ji ki
k

u x d d 



  ; (4) 

2 ( 1)( ) 1 1 ( )( )m
j i ji jw x d    . (5) 

При этом 
1

( ) 1
c

j i
j

u x


  ; 
1

( ) 1
c

j i
j

w x


 ( 1,i n ). 

Центры кластеров при реализации FCM-, PCM-, 
PFCM-алгоритмов соответственно рассчитываются по 
формулам: 
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В результате экспериментальных исследований с ис-
пользованием натурной информации от гиперспектраль-
ной аппаратуры Hyperion, AVIRIS, HYDICE, «Сокол-ГЦП» 
установлено, что для получения адекватных результатов 
кластеризации с применением FCM-, PCM- и PFCM-
алгоритмов необходимо осуществить их многократное 
выполнение для различных исходных разбиений при 
фиксированном количестве кластеров c ; выполнить 
сравнение значений целевой функции и выбрать для 
дальнейшего анализа разбиение с ее минимальным 
значением. 

Повышение качества сегментации ГСИ  
с использованием генетических алгоритмов 

Для повышения качества сегментации ГСИ на основе 
алгоритмов кластеризации в условиях неопределенно-
сти целесообразно привлечение генетических алгорит-
мов (ГА) [6] с целью уточнения центров кластеров [4, 7]. 
Применительно к кластеризации ГСИ для заданного ко-
личества кластеров c  каждая хромосома может быть 
закодирована координатами центров кластеров (спек-
тральными характеристиками кластеров).  

При комбинировании алгоритма кластеризации в ус-
ловиях неопределенности (FCM-, PCM- или PFCM-
алгоритма) и ГА в качестве функции соответствия может 
быть использована соответствующая целевая функция 
алгоритма кластеризации или некоторый показатель 
качества кластеризации, например, в случае использо-
вания FCM-алгоритма – индекс Се-Бени XB [8]: 

    

 

22

1 1 1

2

1

min

n

qc n
l l

j i i j
j i l

q
l l
t j

t j l

u x x v

XB

min v v

  

 

 

 

 

 


, 1,t c . (9) 

Индекс Се-Бени XB  учитывает нечеткие степени 
принадлежности объектов ГСИ центрам кластеров, а 
также их геометрическое расположение и является наи-
более информативным показателем качества кластери-
зации при оценке компактности и хорошей отделимости 
кластеров. Как показывает практика, при хороших ре-
зультатах нечеткой кластеризации 1XB . В качестве 
искомого количества кластеров с  целесообразно выби-
рать то, для которого индекс Се-Бени XB  принимает 
минимальное значение.  

Если искомое количество кластеров заранее извест-
но, то при кодировании хромосомы координатами цен-
тров кластеров длина хромосомы будет равна c q . При 
этом первые первые q  элементов хромосомы будут 
соответствовать координатам центра первого кластера, 



 

 
 
34 

вторые q  элементов – координатам центра второго кла-
стера и т.д. Если оптимальное количество кластеров 
заранее неизвестно, то в ГА длина хромосомы может 
варьироваться от minc q  до maxc q . В общем случае, 
хромосома, кодирующая координаты центров кластеров, 
может быть представлена как [7]: 

 1 2 1 2
1 1 1s , ,..., ,..., , ,...,q q

c c cv v v v v v . (10) 

При создании начальной популяции хромосом, коди-
рующих координаты центров кластеров, при сегмента-
ции ГСИ может быть реализован следующий подход. 
Сначала в пространстве значений спектральных харак-
теристик с некоторым постоянным шагом h  (в каждом 
канале) фиксируются узловые точки, потенциально яв-
ляющиеся координатами центров кластеров. Далее эти 
узловые точки некоторым образом группируются для 
формирования хромосом вида (10), определяющих раз-
биение множества точек ГСИ на заданное количество 

кластеров *c  ( *
min maxc c c  ). При этом общее коли-

чество «потенциальных» хромосом должно в 4-5 раз 
превосходить размер будущей популяции.  

Для выбора хромосом-родителей может быть ис-
пользован вероятностный отбор, в соответствии с кото-
рым для каждой хромосомы gs  на основе значения ее 

функции соответствия  gsFF  ( g 1,G ) вычисляется 

вероятность [4]: 

 
 



 G

k
g

g
g

sFF

sFF
p

1

, g 1,G , (11) 

где       gk
Gk

g sFFsFFmaxsFF 
 ,1

; 
1

1
G

g
g

p


 ; G  – 

размер популяции. 
В соответствии с формулой (11) приспособленность 

хромосомы gs  тем выше, чем меньше соответствующее 

ей значение функции соответствия  gsFF . 

Вероятностный отбор хромосом-родителей может 
быть выполнен следующим образом. 

Шаг 1. На горизонтальной оси откладывается ряд чи-

сел gp  ( g 1,G ). 

Шаг 2. Генерируется случайное число z  в диапазоне 
[0, 1] . 

Шаг 3. В качестве первой хромосомы-родителя вы-

бирается хромосома gs , если случайное число z  попа-

ло в g -й интервал: 1[ , ]g gp p , где 0 0p  . 

Шаги 2 и 3 повторяются для определения второй хро-
мосомы-родителя. 

Выбранная таким образом пара хромосом-родителей 
используется при выполнении операции скрещивания. 

Обычно в классическом ГА реализуется одноточеч-
ное скрещивание и мутация с коэффициентом скрещи-
вания и коэффициентом мутации, выбираемыми соот-
ветственно из отрезков [0,7; 0,8] и [0,01; 0,02]. В контек-
сте решения задачи сегментации ГСИ следует исполь-

зовать большее количество точек скрещивания и мута-
ции (от 3 до 5) ввиду работы с хромосомами существен-
но большей длины, чем при решении большинства ана-
логичных задач кластеризации данных. 

Совместное применение ГА, например, с FCM-алго-
ритмом для сегментации ГСИ описывается следующей 
последовательностью шагов. 

Шаг 1. Для формирования начальной популяции хро-
мосом размером G  выполняется один шаг FCM-алго-
ритма с вычислением значений индекса Се-Бени (9). 

Шаг 2. При выполнении условия продолжения ГА осу-
ществляется один шаг ГА с реализацией операций скре-
щивания и мутации и вычислением индекса Се-Бени (9) 
для хромосом популяции размером 2 cR G  , состоящей 

из хромосом-потомков, где cR  – коэффициент скрещи-
вания. 

Шаг 3. Для популяции размером ( 2 )cG R G    вы-
полняется один шаг FCM-алгоритма с вычислением зна-
чений функций принадлежности (нечетких степеней при-
надлежности) объектов центрам кластеров в соответст-
вии с формулой (4), координат центров кластеров в со-
ответствии с формулой (6). Затем осуществляется уточ-
няющий пересчет значений функций принадлежности 
(нечетких степеней принадлежности) объектов новым 
центрам кластеров в соответствии с формулой (6) и вы-
числение индекса Се-Бени (9) для нового набора цен-
тров кластеров. 

Шаг 4. Из расширенной популяции хромосом разме-
ром (2 2 )cG R G    , полученной путем объединения 
популяции размером G  предыдущего поколения и по-
пуляции размером ( 2 )cG R G    текущего поколения, 

удаляются ( 2 )cG R G    хромосом с худшими (макси-
мальными) значениями индекса Се-Бени (9). Если вы-
полняется условие продолжения генетического алгорит-
ма, осуществляется переход к шагу 2, иначе переход к 
шагу 5. 

Шаг 5. Выбирается лучшая хромосома, которая мини-
мизирует функцию соответствия (индекс Се-Бени (9)). В 
качестве искомых координат центров кластеров берутся 
координаты центров кластеров, соответствующие лучшей 
хромосоме. Выполняется сегментация ГСИ на основе 
полученного набора координат центров кластеров. 

Сегментация ГСИ с использованием  
ансамбля алгоритмов 

Каждый из рассмотренных выше алгоритмов класте-
ризации реализует сегментацию ГСИ на отдельные обра-
зования, не учитывая при этом всё многообразие взаимо-
связей между точками ГСИ. В связи актуальной является 
задача консолидации результатов сегментации ГСИ, по-
лученных от различных алгоритмов кластеризации. 

Для решения данной задачи разработан ансамбль ал-
горитмов кластеризации [9], основанный на применении 
ГА для максимизации количества взаимной информации, 
содержащейся в частных результатах кластеризации, и 
обеспечивающий получение консолидированного вектора 
меток кластеров, описывающего искомую кластерную 
принадлежности точек ГСИ. 

Пусть в результате применения R  частных алгорит-
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мов кластеризации для сегментации ГСИ формируется R  
векторов меток кластеров. При этом каждый r -й частный 

алгоритм сегментации дает разбиение на rc  кластеров 

( 1r ,R ), описываемое вектором меток кластеров r . 

Функция  , реализующая отображение n RN N   ча-
стных решений о результатах кластеризации в одно кон-
солидированное решение, определяется как 

:{ | r {1,..., }}r R    .  

При отсутствии априорной информации об относи-
тельной значимости того или иного частного решения 
функция   определяется из условия максимального 
использования информации из частных решений. Для 
этого применена функция нормализованной взаимной 
информации (normalized mutual information ( NMI )): 

  1 1

1 1

log
,

log log

a b

a b

c c
hl

hl a b
h l h lNMI a b

a bc c
a bh l
h l

h l

n nn
n n

n nn n
n n

    

 

            
                                



 
,  

где a  и b  – вектора меток кластеров; a
hn  и b

ln  – 

количество о точек в h -м и l -м кластерах; hln  – коли-

чество точек, которые в h -м кластере соответствуют 
меткам из вектора меток кластеров a  так же, как в l -м 
кластере соответствуют меткам из вектора меток кла-

стеров b . 
Средняя нормализованная взаимная информация 

(average NMI  – ( ANMI )) для множества Λ  частных 
решений о результатах кластеризации и консолидиро-
ванного вектора меток кластеров ̂  может быть опре-
делена как 

   
1

1ˆ
R

ANMI NMI r

r
φ Λ,λ φ λ, λ

R 

   .  

При разработке ансамбля алгоритмов кластеризации 
был использован ГА, позволивший осуществить поиск 
консолидированного вектора меток кластеров ̂  с при-
емлемыми временными затратами. 

При этом при формировании начальной популяции 
хромосом предлагается использовать векторы меток 
кластеров, полученные в результате реализации част-
ных алгоритмов кластеризации. 

При вычислении консолидированного вектора меток 
кластеров частные векторы меток кластеров могут рас-
сматриваться как равновесные, так и неравновесные. В 
последнем случае вычисление весовых коэффициентов  

частных алгоритмов кластеризации основано на оценке 
количества однозначно классифицируемых точек кон-
кретного ГСИ. 

Экспериментальные исследования на реальных дан-
ных гиперспектральной съемки показали, что использо-
вание для кластеризации ансамбля различных алгорит-
мов кластеризации повышает долю верно кластеризи-
руемых элементов ГСИ на 5-7 %. Этот показатель явля-
ется усредненным по всем рассмотренным вариантам 
использования ансамбля алгоритмов кластеризации.  

Заключение 

Рассмотренные выше алгоритмы сегментации ГСИ 
прошли экспериментальную отработку на натурной ин-
формации от ГСА отечественного и зарубежного произ-
водства как космического, так и авиационного базирова-
ния. В табл. 1 представлены результаты этих исследо-
ваний в виде доли ложных идентификаций точек ГСИ (в 
процентах), усредненные по нескольким гиперкубам. В 
качестве эталона использовались результаты автомати-
зированной сегментации с участием оператора. 

На рис. 1 представлен пример сегментации ГСИ на 
основе совместного использования FCM-алгоритма и ГА. 

На рис. 2 в качестве примера слева представлен ре-
зультат сегментации ГСИ с использованием PFCM-
алгоритма (доля ложных идентификаций – 8,9 %), а спра-
ва – с использованием ансамбля алгоритмов (доля лож-
ных идентификаций – 5,6 %). 

В настоящее время после ввода в штатную эксплуа-
тацию КА «Ресурс-П» исследования рассмотренных в 
настоящей работе алгоритмов продолжаются [10, 11, 12] 
с целью повышения эффективности их работы. 

Настоящая работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (грант ОФИ-М-2013 № 13-01-12014). 
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Рис. 1. Сегментация исходного ГСИ (слева)  

на основе совместного использованием FCM-алгоритма и генетического алгоритмов (справа) 

 
Рис. 2. Сегментация ГСИ с использованием PFCM-алгоритма и ансамбля алгоритмов кластеризации 
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SEGMENTATION OF EARTH SURFACE 
HYPERSPECTRAL IMAGERY BASED  
ON ARTIFICIAL INTELLIGENCE 
TECHNIQUES 

Demidova L.A., Eremeev V.V., Myatov G.N., 
Tishkin R.V., Yudakov A.A. 

Automatic object recognition on hyperspectral imagery of 
Earth surface were discussed in the article. Involvement of 
artificial intelligence techniques for object recognition on 
hyperspectral imagery is considered. Fuzzy clusterization of 
hyperspecral imagery with FCM-, PCM- and PFCM-
algorithms were described. Approaches of quality increase 
of clusterization by applying genetic algorithms were 
presented. Forming of clustering ensemble for hyperspectral 
data processing were described. Clusterization algorithms 
were evaluated in the conclusion. 
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Рассматриваются вопросы комплексирования гиперспек-
тральных данных: объединение спектральных каналов гиперспек-
тральных изображений, их комплексирование с данными от других 
съемочных систем. Цель такой операции – это повышение ин-
формативности материалов съемки и упрощение интерпретации 
данных дистанционного зондирования Земли. Представлены ре-
зультаты обработки натурной гиперспектральной информации. 

УДК 004.932 

ПОВЫШЕНИЕ ИНФОРМАТИВНОСТИ МАТЕРИАЛОВ СЪЕМКИ ЗЕМЛИ  
ЗА СЧЕТ ОБЪЕДИНЕНИЯ ГИПЕРСПЕКТРАЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИИ  
С ДАННЫМИ ОТ ДРУГИХ СЪЕМОЧНЫХ СИСТЕМ  

Еремеев В.В., директор НИИ «Фотон» РГРТУ, д.т.н., e-mail: foton@rsreu.ru 
Макаренков А.А., аспирант НИИ «Фотон» РГРТУ 
Москвитин А.Э., к.т.н., в.н.с. НИИ «Фотон» РГРТУ,  
Мятов Г.Н., к.т.н., заместитель начальника Центра информационных технологий ДЗЗ ФГУП «ГНПРКЦ  
«ЦСКБ-Прогресс»  

 
Ключевые слова: гиперспектральные изоб-

ражения, комплексирование, спектральная ха-
рактеристика, атмосферные искажения, меры 
сходства. 

Введение 
Гиперспектральная съемка – это новое пер-

спективное направление дистанционного зондирования 
Земли. В ее основе лежит принцип расщепления отра-
женной от поверхности Земли лучистой энергии на де-
сятки и сотни потоков, каждый из которых соответствует 
очень узкому спектральному диапазону, а в целом, ре-
гистрируется серия изображений в узких соприкасающихся 
диапазонах. В результате, формируется так называемый 

гиперкуб  , 1, , 1, , 1,kmnB B m M n N k K    , где 

(m,n)  – целочисленные координаты точки гиперспек-

трального изображения (ГСИ), k  – номер спектрального 
диапазона (канала), kmnB  – яркость точки (m,n)  в k -м 

канале. При m const, n const  : , 1,kmnB k K  – есть 

спектральная характеристика в точке n)(m,  в виде на-

бора K  значений энергетической яркости в различных 
спектральных диапазонах. Знание спектральной харак-
теристики (СХ) в каждой точке гиперкуба позволяет  на 
принципиально новой основе решать задачу сегмента-
ции и классификации объектов наблюдаемой сцены, 
поскольку СХ несет информацию об их физико-
химических свойствах. Другой важной задачей, которая 
может решаться по данным ГСИ, является повышение 
информативности материалов космической съемки и 
улучшение их изобразительных свойств, так как ГСИ 
содержит полную информацию о распределении лучи-
стой энергии по длине волны. Эта задача рассматрива-
ется в настоящей статье. 

В тоже время процесс расщепления лучистой энер-
гии порождает две проблемы. Во-первых, с ростом K  
пропорционально понижается отношение сигнала к шу-
му, что требует учета этого факта при проектировании 
алгоритмов обработки ГСИ. Во-вторых, СХ зарегистри-
рованного изображения определяется не только спек-
тральным составом излучения от поверхности Земли, 
но в значительной степени искажающим действием ат-
мосферы. Поэтому это явление требует строгого учета 
при обработке и анализе искаженного атмосферой ГСИ. 

За рубежом в последнее десятилетие активно ведут-
ся работы по использованию ГСИ в различных областях 
применения данных ДЗЗ [1-5]. Публикации в этом на-
правлении составили основу для написания настоящей 
статьи. В тоже время в зарубежной и отечественной пе-
чати отмечается, что эти работы находятся в начальной 
стадии и требуют своего развития. 

Задачи комплексирования ГСИ 

Можно сформулировать три задачи комплексирова-
ния ГСИ. 

1-я задача. На основе ГСИ, в котором в различных 
спектральных каналах объекты сцены отображаются 
совершенно по-разному, сформировать одно или не-
сколько новых изображений, так чтобы все объекты на-
блюдаемой сцены представились бы с более высокой 
четкостью. 

2-я задача. На основе ГСИ, спектральные характери-
стики которого существенно искажены атмосферой, 
сформировать RGB-компоненты, «очищенные» от этих 
искажений, и на этой основе сформировать цветное 
изображение в естественных цветах. 

3-я задача. Комплексирование ГСИ с данными высо-
кодетальной съемки от других съемочных систем с це-
лью повышения пространственного разрешения ГСИ и 
представления изображений в форме, привычной для 
человеческого зрения. 

При решении этих задач возникает необходимость 
сопоставления спектральных характеристик различных 
точек ГСИ или СХ реально наблюдаемых объектов с 
некоторыми эталонными СХ, взятыми из специально 
созданной базы. Такое сопоставление может быть вы-
полнено с использованием различных мер сходства. В 
работе [6] исследованы три меры близости СХ – средне-
квадратическая, корреляционная и спектрально-угловая. 
С применением натурной ГСИ установлено, что корре-
ляционная мера дает более качественные результаты. 
Она определяется как 
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1,1,

1,

mn m nmn m n
mn

mn m n

B B B B


 





  



,  (1) 

где mn  и 1,m n   – среднеквадратические отклонения 

отсчетов спектральных характеристик для точек (m, n) и 
(m+1, n), а черта над переменными и выражениями оз-
начает операцию усреднения по K спектральным диа-
пазонам. 

Достоинством меры (1) является ее инвариантность 
к линейным искажениям сопоставляемых СХ и малая 
зависимость от действия аддитивного некоррелирован-
ного шума, характерного для гиперспектральной съем-
ки. Поэтому далее будем использовать меру (1). 

Влияние шума на оценку корреляции  
спектральных характеристик 

Расщепление полезного видеосигнала на десятки и 
сотни составляющих при формирование ГСИ приводит к 
многократному сокращению отношения сигнал/шум. От-
носительное повышение уровня шума   приводит к ис-
кажению оценки   . Есть ряд веских оснований 
считать этот шум в различных каналах гиперкуба одина-
ково распределенным, с нулевым средним, аддитивным 
и независимым по отношению к полезному сигналу. В 
этом случае мера близости двух точек определится как 

      
   

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

B B B B

D D D D


 

   


     


 
, (2) 

где 1B , 2B  – спектральные характеристики сравнивае-

мых точек; 1D , 2D  и D  – дисперсии яркости изобра-

жений 1B , 2B  и шума. C учетом, что 1 2 0   , 

1 2D D D    , 

 
1 2 1 2

2
1 2 1 2

B B B B

D D D D D D


 


 


  

. (3) 

При одинаковых СХ в рассматриваемых точках 

1 2B B B  , 1 2D D D   и 

  22
1

1

B B

D D D D
 

 


  
 

,  (4) 

т.е. шум уменьшает оценку  , а степень уменьшения 

определяется отношением D D . Особенно сильно это 
явление проявляется на монотонно изменяющихся уча-
стках СХ, где D  мало. Аналогичный вывод следует и из 
выражения (3). Ошибка вычисления корреляции по фор-
муле (2), вызванная шумом, может быть в значительной 
степени устранена путем оценки D  по ГСИ с использо-
ванием методики, изложенной в работе [7], и вычитания 
из дисперсий сравниваемых СХ величины D . 

Коррекция атмосферных искажений 

Излучение, перед тем как попасть на гиперспектро-
метр, дважды проходит через слои атмосферы: на пути 
от Солнца до поверхности Земли и на пути от Земли до 

датчика. Передаточная характеристика атмосферы име-
ет сравнительно динамичный вид, что приводит к суще-
ственным нелинейным искажениям СХ, регистрируемых 
ГСИ.  

Известны два подхода к коррекции атмосферных ис-
кажений. Первый подход основан на применении много-
параметрических аналитических моделей [8], требующих 
знания большого числа физических параметров, полу-
чение которых на момент гиперспектральной съемки 
является очень сложной задачей. Второй подход осно-
ван на статистической обработке ГСИ. В общем виде 
атмосферные искажения можно представить как 

*
mnk mnk mnk mnkB B   , (5) 

где mnk  – составляющая искажений, характеризую-

щаяся поглощение энергии в атмосфере; mnk  – со-
ставляющая, описывающая энергию, отраженную от 
слоев атмосферы и не дошедшую до поверхности Зем-

ли; *
mnkB  – яркость без атмосферных искажений. 

При регистрации ГСИ все точки, относящиеся  
к отдельному столбцу или группе близлежащих  
столбцов, находятся в равных условиях с точки зрения 
атмосферных искажений. Поэтому при k const  и 

n const : *
mk mk mk mkB B   , где mk const  , 

mk const  . С учетом этого и выражения (5) 

 *
mkmnk mnk

mk
B B B B


   , (6) 

где mkB и mk  – средняя яркость и СКО m –го столбца 

в k -м канале, B  и   – средняя яркость и СКО по 
всему гиперкубу. Атмосферная коррекция на основе (6) 
вносит искажения в СХ объектов, т.к. mkB  и mk  харак-
теризует не только искажающее действие атмосферы, 
но и изменение распределения яркости для различных 
столбцов изображения. 

Как правило, гиперспектральная съемка выполняется 
в достаточно узкой полосе обзора, так что зависимостью 

mnk  и mnk  от ,m n  можно пренебречь, т.е. считать 

mnk k   и mnk k  , 1,m M , 1,n N . В этом 

случае * ( )mnk mnkB B B    и искажения яркости в 
пределах каждого спектрального канала отсутствуют. 

Учитывая, что передаточная характеристика атмо-
сферы в целом имеет плавный характер (за исключени-
ем областей пикового поглощения энергии), ее можно 
представить в кусочно-линейной форме: 

*
mnk w mnk wB B   , 1,w W .  

где w , w  – коэффициенты, описывающие атмосфер-
ные искажения на w –м интервале длин волн. На w –м 

интервале w const  , w const   и мера w , вычис-

ленная по (1), не зависит от численных значений w  и 

w . Поскольку задача состоит в оценке  , инвариант-
ной к действию атмосферы во всем диапазоне длин 
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волн, то логично определить   как 
1

1 W

w
wW

 


  . Со-

кращение объема выборки в результате разбиения все-
го диапазона длин волн на несколько интервалов при-
водит к ошибкам в оценке коэффициента корреляции. 
Однако, в результате усреднения w  на интервалах 

1,w W , эта ошибка уменьшается. 
Сравнение результатов атмосферной коррекции по 

аналитической модели и рассмотренных выше стати-
стических подходов показала адекватность последних. 
Дополнительным косвенным свидетельством коррект-
ности статистических подходов является устранение 
искажений в областях пикового поглощения излучения 
атмосферой. 

Получение изображений в естественных цветах 

Для решения этой задачи необходимо устранить на 
ГСИ атмосферные искажения и с учетом спектральной 
чувствительности человеческого зрения осуществить 
соответствующее объединение спектральных каналов. 
С учетом этого RGB-компоненты mnr , mng , mnb  после 
коррекции атмосферы определяются как 

*
2

( )
1

k

mn kmn r
k k

r
r B k

r




  , *
2

( )
1

k

mn kmn g
k k

g
g B k

g




  , 

*
2

( )
1

k

mn kmn b
k k

b
b B k

b




  ,  

где ( )r k , ( )g k , ( )b k  – функции пересчета спек-

тральной характеристики в компоненты RGB с учетом 
спектральной чувствительности глаза [9]; 1rk , 1gk , 1bk  и 

2rk , 2gk , 2bk  – левые и правые границы спектральных 

диапазонов, соответствующих компонентам RGB. 
На рис. 1 представлены два изображения – сформи-

рованное на основе 3-х каналов исходного ГСИ (слева) 
и в естественных цветах после коррекции атмосферных  

искажений и учета спектральной чувствительности че-
ловеческого зрения (справа).  

Комплексирование ГСИ с данными  
от других съемочных систем 

Цель решения этой задачи состоит в том, чтобы на 
основе данных от различных съемочных систем (много-
зональных, гиперспектральных, тепловых, радиолокаци-
онных)  сформировать новые изображения, которые бы 
отличались более высокими изобразительными свойст-
вами, т.е. были бы представлены в привычной для чело-
веческого зрения форме. 

В ряде работ [2, 3] предложены алгоритмы поточеч-
ного совмещения разнородных данных ДЗЗ, основанные 
на учете локальных статистических свойств объединяе-
мых изображений: LMM (Local Mean Matching), LMVM 
(Local Mean Variance Matching) и др.  

Например, согласно алгоритму LMM значение эле-

мента kmnR  результирующего изображения определяет-
ся как [2, 3] 

o
kmn

kmn kmn o
kmn

B
R A

A
 ,  

где kmnA и kmnB  – объединяемые изображения, o
kmnA  и 

o
kmnB  – средние яркости элементов в некотором прямо-

угольном «окне» с центром ( , )m n . В алгоритме LMVM 
[2, 3]: 

 
2

o
o Bkmn

kmn kmn kmn kmno
Akmn

R A A B



   ,  

где o
Akmn  и o

Bkmn  – СКО яркости, рассчитанные в «ок-

не» с центром ( , )m n . 

Результат комплексирования по алгоритму LMVM 
видимой информации (КА Spot-5) (изображение слева) с 
радиолокационным снимком (TerraSAR-X) (снимок в 
центре) представлен на рис. 2 (изображение справа). 

 
Рис. 1. Изображение в естественных цветах сформированное на основе ГСИ 
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Рис. 2. Комплексирование видимой и радиолокационной информации 

Комплексирование ГСИ с данными  
высокого пространственного разрешения 

Эта задача состоит в том, чтобы объединить ГСИ, 
имеющее высокое спектральное, но, как правило, низкое 
пространственное разрешение, с данными высокого 
пространственного разрешения. Возможны два подхода 
к решению этой задачи. Первый подход основан на мо-
дуляции ГСИ высокодетальными видеоданными. В этом 
случае ГСИ определяется в более частой решетке про-
странственной дискретизации путем интерполяции час-
тотной характеристики и затем выполняется комплекси-
рование с данными высокодетальной съемки. Второй 
подход основан на спектральном разделении элементов 
ГСИ с целью определения СХ для более мелких про-
странственных составляющих. 

1-й подход. Пусть для некоторого участка земной поверх-

ности синхронно получены ГСИ  , 1,kmnB B k K   и 

спектрозональное изображение  , 1,prsD D p P  , 

при этом периоды повторения узлов (m,n) и (r,s) значи-
тельно отличаются, т.е. 1R M  , 1S N  . Резуль-

тирующее изображение *
krsB  определяется путем моду-

ляции B  и D :  

* prs krs
kkrs

p k

D B
B B

D B


 


, 1 Pp ent k

K
     

, (7) 

где 
1 1

1 R S

p prs krsk
r s

D B D B
RS  

  , 

1 1

1 M N
k kmn

m n
B B

MN  

   ,  krs kmnB B  – k -я компо-

нента ГСИ, восстановленная в узлах частой решетки 
(r,s) оператором  . 

2-й подход. Каждая точка ГСИ B  – есть объединение 
некоторого множества базовых спектральных характе-
ристик S , взятых в более частой решетке дискретиза-
ции, соответствующей высокодетальному снимку. Этот 
процесс может быть описан линейной моделью [4]: 

1

I

i i
i

B S 


 , где  , 1,iS S i I  , I  –  число базовых 

СХ в рассматриваемой площадке, соответствующей од-
ному пикселю ГСИ, i – весовые коэффициенты. Задача 
спектрального разделения состоит в получении S  для 
каждой точки ГСИ B . Предлагается параметры S  и i  
оценивать с привлечением данных высокодетальной 
съемки. Пусть на ГСИ имеются точки, в которых пред-
ставлен только один объект, а не смесь. Этим точкам 

соответствуют СХ *
jS S , 1,j J , где *S  – множество 

спектральных характеристик базовых объектов ГСИ. 
Тогда задача сводится к нахождению для каждой точки 

ГСИ такого подмножества *S S  и весов i , смесь ко-

торых наиболее близка была бы к B . Поиск *S  осуще-
ствляется путем анализа СКО яркостей высокодетально-
го снимка для площадок, соответствующих каждой точке 

ГСИ. К *
jS S  первоначально относятся все точки ГСИ, 

соответствующие областям высокодетального снимка с 
низкой СКО яркости. Полученное множество спектров 
вероятнее всего будет содержать характеристики одних 
и тех же объектов, представленных в разных точках 
ГСИ. Для формирования множества СХ базовых объек-
тов выполняется отсеивание спектральных характери-
стик с высоким коэффициентом корреляции. Веса i  
определяются как отношение площадей областей с 
близкой яркостью к числу элементов высокодетального 
снимка, соответсвующих каждому пикселю ГСИ.  

В качестве примера на рис. 3 представлен результат 
комплексирования по 1-му способу: слева – ГСИ с низ-
ким пространственным разрешением; в центре – спек-
трозональный снимок высокого разрешения; справа – 
результирующее ГСИ. 

Заключение 

Рассмотренные выше алгоритмы апробированы на 
натурной информации от различных отечественных и 
зарубежных систем наблюдения Земли: Ресурс-П, 
EarthObserver-01, AVIRIS, TerraSAR-X, SPOT-5 и др. Ка-
чество решения задачи комплексирования разнородной 
информации в рассмотренных выше постановках оцени-
валось по методикам, изложенным в работах [5, 10]. В 
качестве меры эффективности комплексирования изоб-
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Рис. 3. Комплексирование ГСИ с данными высокого пространственного разрешения 

ражений A и B использовалась степень улучшения гра-
диента Q : 

 
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,  (8) 

где Amn  и Bmn  – информативность элемента  ,m n  

на изображенях А и B, AmnQ  и BmnQ  – нелинейные 
функции, зависящие от разности направлений и моду-
лей градиентов исходных и результирующего изобра-
жений. Развернутые выражения для этих функций пред-
ставлены в работах [5, 10]. В целом результаты экспе-
риментов подтвердили высокую эффективность пред-
ложенных алгоритмов.  

Настоящая работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (грант ОФИ-М-2013 № 13-01-12014). 
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INCREASE OF IMAGERY OF EARTH 
SURVEY DATA INFORMATIVITY BY 
FUSION OF HYPERSPECTRAL 
INFORMATION WITH DATA FROM 
DIFFERENT IMAGING SYSTEMS 
Eremeev V.V., Makarenkov A.A.,  
Moskvitin A.E., Myatov G.N. 

Different approaches to fusion of hyperspectral data 
were discussed in the article. In the article fusion 
approaches were divided and discussed according to three 
groups: 1. Fusion of hyperspectral channels in order to form 
a new panchromatic or multispectral imagery on which all 
objects presented in different hyperspectral channels were 
preserved with same recognizability; 2. Synthesis of hyper-
spectral imagery in natural color representation; 3. Fusion of 
hyperspectral data with high resolution imagery in order to 
increase ground resolution of data. Influence on hyper-
spectral data processing (with example of calculation of 
spectral correlation) of such factors as signal noise and at-
mospheric distortion were discussed. 
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Предложен метод нахождения вероятностных характери-
стик на выходе нелинейных устройств за счет использования 
эллиптических свойств некоторых распределений, например 
Гаусса, Лапласа и других. Эллиптическая симметрия таких дву-
мерных распределений  проявляется в форме сечений на плос-
кости, имеющих вид эллипса. Свойства эллиптической симмет-
рии могут существенно упростить нахождение двумерных рас-
пределений на основе их одномерных прототипов. Эти свойст-
ва и положены в основу предложенного метода, который иллю-
стрируется нахождением вероятностных характеристик на 
выходе умножителя-накопителя, для которого удалось доста-
точно  просто рассчитать аналитически значения порогов для 
низких значений вероятности ложной тревоги при малом числе 
накоплений, когда выходное распределение существенно отли-
чается от нормального. 

УДК.691.396.96 

СПОСОБ НАХОЖДЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  
НА ВЫХОДЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
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технического университета радиотехники, электроники и автоматики, д.т.н., e-mail: syntaltechno@mail.ru; 
Бартенев М.В., аспирант Московского государственного технического университета радиотехники, 
электроники и автоматики. 

 
Ключевые слова: эллиптическая симметрия 

двумерных распределений, вероятностные ха-
рактеристики на выходе нелинейных устройств, 
вероятность правильного обнаружения, вероят-
ность ложной тревоги, умножитель-накопитель. 
Введение 

В случае нелинейных преобразований прини-
маемых сигналов возникают большие трудности 
при нахождении аналитических выражений для 
расчета характеристик обнаружений таких сис-
тем. С этой целью прибегают к статистическому 
моделированию. Но вычисление порогов для 
малых значений вероятностей ложных тревог не 
обеспечивает требуемую точность расчетов. В 
настоящей работе предложен метод преодо-
ления указанных трудностей за счет использования 
эллиптических свойств некоторых распределений на 
выходе нелинейных систем. 

Определение для распределений  
с эллиптической симметрией 

При рассмотрении двумерных распределений веро-
ятности P(x,y) эллиптическая симметрия проявляется в 
форме сечений на плоскости x,y имеющих вид эллипса. 
В частности для Гауссова распределения эллиптическая 
симметрия проявляется в том, что переменные x,y вхо-
дят в двумерную функцию в следующем виде:  

2 2 2R x y xy    ,   

где   – коэффициент корреляции. 
Таким образом, эллиптическая симметрия может 

быть определена через двумерную плотность распре-
деления и представлена как: 

2 ( , ) ( , )p x y f R  .  

Например, для Гауссова распределения 

2 2
1 2

1( ) e x p ( / 2 );
2

p x x 
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В частности, для некоррелированных x, y эллип-
тическая симметрия превращается в круговую симмет-
рию. Свойство эллиптической симметрии может быть 
эффективно использовано для нахождения двумерных 
распределений на выходе нелинейных устройств. 
Вероятность превышения порога  
огибающей шума на выходе умножителя 

В качестве примера упрощенного способа нахож-
дения двумерного распределения рассмотрим нелиней-
ное устройство типа умножителя-накопителя, алгоритм 
работы которого может быть представлен в следующем 
виде [1]: 

1
1 2

N

j j
j

R Z Z


  *| * |  

2 2

1 1
1 2 1 2 2 1 1 2 ,

N N

j j j j j j j j
j j

x x y y x y x y
 

    ( * * ) ( * * )
 

где R  – огибающая сигнала на выходе умножителя–
накопителя, N  – число накоплений. 1 1 1 ,j j jZ x iy   

2 2 2j j jZ x iy  комплексные выборки наблюде-

ний на входе умножителя-накопителя. 

Для нахождения распределения R нужно было бы 
воспользоваться исходным четырехмерным Гауссовым 

распределением 4 1 1 2 2( , , , )j j j jp x y x y . Мы же 

используем более простой способ нахождения распре-
деление R  на основе свойства эллиптической симмет-
рии распределения на выходе умножителя-накопителя. 
При этом пороги для заданной вероятности ложной тре-
воги при воздействии белого шума найдем аналитиче-
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ски, а вероятность правильного обнаружения коррели-
рованного шума рассчитаем методом моделирования в 
среде МАТЛАБ. 

Начнем с простейшего случая, когда после перемно-
жения не производится накопления, т.е. 1N  . Для 

белого шума 0 ,   тогда распределение произве-
дения случайных сигналов с Гауссовым распределением 
с нулевым средним и единичной дисперсией 

1 2r x x *  можно получить методом функциональ-
ного преобразования из исходного двумерного распре-
деления: 

2 2
2 1 2 1 2
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Полученное распределение, выраженное через мо-
дифицированную функцию Бесселя нулевого порядка 

0 ( )K r  (функция Макдональда), относится к частному 
случаю распределения Лапласа, обладающего свойст-
вом эллиптической симметрии [2]. Воспользуемся этим 
свойством. 

Для этого сначала найдем характеристическую 
функцию от полученного одномерного распределения 

2
0( ) ( ) 1 1 ,/iu r d ru K r e u
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   то-

гда двумерное распределение огибающей и фазы на 
выходе умножителя из одномерного, в соответствии с 
рекомендацией [2], может быть получено следующим 
образом 
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Усредняя по фазе  от 0 до 2π, получаем распре-
деление огибающей шума на выходе умножителя 

0( ) ( ).p R R K R   

Вероятность превышения порога L  огибающей R  
можно получить, интегрируя 

0 1( ) ( ) ( ) .
L

F L R K R d R L K L


    

Для проверки полученного выражения сравнивались 
аналитические расчеты в среде МАТЛАБ с помощью 
функции besselk (1,L), протестированной с помощью 
справочника [3], и полученные моделированием умножи-

теля. Результат представлен в виде графика на рис.1, 
который подтверждает совпадение моделирования и 
аналитических расчетов. 

 

Рис.1 Вероятности превышения порога L огибающей шума 
для N=1 для моделирования (о) и аналитически(*).  

Вероятность превышения порога огибающей  
шума на выходе умножителя-накопителя 

Усложним задачу, рассмотрев дополнительно накоп-
ление после умножителя. Используем туже методику на 
основе свойств эллиптической симметрии распределе-
ний. Усложнение отразится на характеристической 
функции, которая теперь для независимых N множите-
лей будет представлять произведение N характеристи-
ческих функций, т.е. 
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Тогда распределение огибающей на выходе умножи-

теля-накопителя будет получено в следующем виде 
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Откуда вероятность превышение порога L  имеет 
следующий вид 
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Для проверки полученного выражения сравнивались 
аналитические расчеты в среде МАТЛАБ с помощью 
функции besselk (N, L) протестированной с помощью 
справочника [3], и статистическим моделированием ум-
ножителя-накопителя. Результаты представлены в виде 
графиков для N=4 (рис. 2) и N=8 (рис. 3), которые под-
тверждают совпадение моделирования и аналитических 
расчетов для произвольного N.  

Для вероятности ложной тревоги 10-4 были рассчи-
таны аналитически пороги для N=1, L=10,65; для N=4, 
L=15,7; для N=8, L=20,1. Характеристики обнаружения 
коррелированного шума с коэффициентами корреляции 
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0,9 и 0,5 были рассчитаны статистическим моделирова-
нием в среде МАТЛАБ. 

 

Рис.2.  Вероятности превышения порога L огибающей шума 
для N=4 для моделирования (о) и аналитически(*) 

 

Рис.3.  Вероятности превышения порога L огибающей шума 
для N=8 для моделирования (о) и аналитически(*)  

 

Рис.4.  Вероятности правильного обнаружения огибающей 
коррелированного (коэффициент корреляции 0,9 –(х),  

коэффициент корреляции 0,5 –(+) шума для N=1  
для вероятности ложной тревоги 10-4 

 

Рис.5.  Вероятности правильного обнаружения огибающей 
коррелированного (коэффициент корреляции 0,9 – (х), коэф-

фициент корреляции 0,5 – (+) шума для N=4 для вероятности 
ложной тревоги 10-4  

 

Рис.6.  Вероятности правильного обнаружения огибающей 
коррелированного (коэффициент корреляции 0,9 – (х),  

коэффициент корреляции 0,5 – (+) шума для N=8  
для вероятности ложной тревоги 10-4 

Заключение 
Используя свойства эллиптической симметрии распре-

деления на выходе умножителя-накопителя, удалось дос-
таточно просто рассчитать аналитически значения порогов 
для малых значений вероятности ложной тревоги при чис-
ле накоплений (2-8), при котором выходное распределение 
существенно отличается от нормального. Вычисление ве-
роятности правильного обнаружения коррелированного 
шума произведено методом статистического моделирова-
ния в среде МАТЛАБ. Показано, что выигрыш в пороговом 
сигнале для вероятности правильного обнаружения 0,5 и 
вероятности ложной тревоги 10-4 за счет увеличения числа 
накоплений коррелированного шума с коэффициентом 
корреляции 0,5-0,9 с N=2 до N=8 составляет около 4дБ. 
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A NEW METHOD OF FINDING 
PROBABILITY CHARACTERISTICS  
IN THE OUTPUT OF NONLINEAR 
SYSTEMS  

Bartenev V.G., Bartenev M.V. 
The paper presents a new method of finding probability 

characteristics in the output of nonlinear systems using elliptical 
properties of some distributions. Elliptically symmetric distribu-
tions are second-order distributions with probability densities 
whose contours of equal height are ellipses. This class includes 
the Gaussian, Laplace distributions and others which can be 
generated from certain first-order distributions. Such desirable 
features for the description of the second-order statistics may 
be used in the transformation analysis of a random signal by the 
nonlinear devices. These elliptically symmetric distributions 
simplify the evaluation of the output probability characteristics. 
That is the base of the suggested method in this paper which is 
illustrated by real losses of detection with analytically developed 
low false alarm rate of nonlinear multiplier with small integrated 
samples when the output distribution differs substantially from 
Gaussian. 
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Приводится информация о методах генерации, построения 
и поиска бинарных оптимальных последовательностей до длин 76 
и многофазных последовательностей Баркера до длин 52. Под-
робно описываются алгоритмы поиска и аналитические выводы. 
Приводятся примеры последовательностей и их основные харак-
теристики, такие как мерит фактор и линейная сложность. 
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ности, код Баркера, автокорреляционная функ-
ция, боковые лепестки, многофазные последо-
вательности.  

Введение 

Бинарные апериодические последовательности с хо-
рошими корреляционными свойствами представляют 
большой интерес для разработчиков радиолокационных 
систем. Одним из критериев качества таких последова-
тельностей является минимаксный критерий, когда мак-
симальный боковой лепесток автокорреляционной 
функции принимает наименьшее возможное значение 
(MPS – minimum peak sidelobe). На сегодняшний день не 
существует регулярного метода построения оптималь-
ных минимаксных бинарных последовательностей. По-
этому основным методом построения минимаксных би-
нарных последовательностей является метод компью-
терного перебора, использующий стратегию локальной, 
глобальной и смешанной оптимизации. 

В 1975 году Линдер в работе [1] осуществил полный 
поиск бинарных MPS последовательностей до длины 

40N  . Кохен и др. в работе [2] в 1990 году нашли все 
последовательности до длины 48N  . Коксон и Руссо в 
работе [3] описали алгоритм полного поиска и показали 
результаты его работы для последовательностей длины 

64N  . Таким образом, на сегодняшний день, полный 
поиск бинарных MPS последовательностей был осуще-
ствлен для длин 2...48N   и 64N  . 

Алгоритм поиска 
С целью расширения диапазона известных бинарных 

MPS последовательностей была разработана програм-
ма, где в качестве базового метода используется алго-
ритм, описанный в работе [3]. Данный метод носит на-
звание brunch and bound, который заключается в после-
довательном «наращивании» последовательности, на-
чиная с ее краев. Бинарная последовательность пред-
ставляется в виде двух частей кода одной длины / 2N  – 
левого и правого полукодов. На начальном этапе поиска 

2N  , т.е. устанавливаются крайний левый бит левого 
полукода 0x  и крайний правый бит правого полукода 

1Nx  . Они  образуют своеобразную  пару бит 0 1Nx x  . 
Эта пара может принимать четыре возможных варианта 

значений: «00», «01», «10» и «11». На первом этапе по-
следовательность выглядит как: 0,a   

1 2 3 2, ,..., ,0N Nx x x x  . Затем находится первый боковой 
лепесток импульсной автокорреляционной функции по-
следовательности. Если r k  , где k  – заданный мак-

симально возможный уровень бокового лепестка, тогда 
можно продолжить построение последовательности и 
добавить второй слева бит левого полукода 1x  и второй 

справа бит правого полукода 2Nx  . Тогда последова-

тельность примет вид 00,a   2 3,..., 00Nx x  . Если 

r k  , тогда необходимо паре 0 0x y  присвоить сле-
дующее возможное значение бит: «01». В этом случае 
последовательность примет вид 2 300, ,..., 10Na x x  . 
Подобный алгоритм легко представить в виде графа, где 
вершинами графа являются все возможные значения 
пар (рис. 1). В таком случае поиск последовательностей 
осуществляется обходом графа в глубину. 

 

Рис. 1. Представление алгоритма полного поиска  
в виде графа 

Проверка бокового лепестка при каждом изменении 
значения какой-либо пары значительно сокращает вре-
мя поиска. Аналогичный подход применяется для ис-
ключения веток графа, которые порождают эквивалент-
ные решения. Например, пусть на начальном этапе по-
иска четной последовательности крайние биты последо-
вательности равны 0 0x  , 1 0Nx   . Тогда исходная 

последовательность примет вид 0 1 20, ,..., ,0Na x x  . 
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Построим эквивалентные решения для исходной после-
довательности. Преобразование инверсии даст после-
довательность 1 1 21, ,..., ,1Na x x    . Преобразование 
реверса от каждой последовательности приведет в двум 
решениям: 2 2 10, ,..., ,0Na x x  и 3 2 11, ,..., ,1Na x x   . 
И преобразование фазового набега породит еще 4 ре-
шения: 4 1 20, ,..., ,1Na x x   , 5 1 21, ,..., ,0Na x x   , 

6 2 10, ,..., ,1Na x x   и 7 2 11, ,..., ,0Na x x  . В итоге 
одна неэквивалентная последовательность порождает 
еще 7 эквивалентных. 

Начальная последовательность длины 2N   с за-
данными значениями 0 0x  , 1 0Nx  

 порождает все 

остальные возможные значения пар 0 1Nx x  . Таким об-
разом, из четырех возможных веток графа для обхода 
остается лишь одна. Аналогичным образом, на следую-
щем уровне при длине последовательности 4N   оста-
нется лишь 3 ветки для обхода и т.д.: 

2 30 0,0, ,..., ,0,0;Na x x    

2 31 0,0, ,..., ,1,0;Na x x    

2 32 0,1, ,..., ,1,0.Na x x    
Исключения наглядно демонстрирует граф обхода 

(рис. 2). 

 

Рис. 2. Графическое представление исключения  
эквивалентных решений на графе 

Данный алгоритм известен уже давно, однако благо-
даря современной элементной базе и некоторым анали-
тическим выводам удалось значительно увеличить ско-
рость поиска (рис. 3). Методом аппроксимации результа-
тов работы алгоритма были получены следующие зна-
чения линейной сложности алгоритма в зависимости от 
максимально допустимого значения бокового лепестка 
(табл. 1). 

 

Рис. 3. Линейная логарифмическая сложность алгоритма  
для разных уровней PSL 

Таблица 1. Линейная сложность алгоритма  
при различных уровнях PSL 

Уровень PSL Линейная сложность 
PSL = 2 O(20.7∙1.42

N
) 

PSL = 3 O(18.3∙1.57
N
) 

PSL = 4 O(9.9∙1.7
N
) 

PSL = 5 O(6.9∙1.79
N
) 

Таким образом, реализованный алгоритм исчерпы-
вающего поиска имеет линейную сложность, сопостави-
мую со сложностью алгоритмов локального поиска [5-17]. 

Алгоритм поиска многофазных 
последовательностей Баркера 

Для поиска последовательностей Баркера опреде-
лим математическую модель системы уравнений, реше-
ниями которой непосредственно будут коды Баркера. 
Фазокодированную импульсную последовательность 
запишем на основании выражения  

exp( ), 0,..., 1,n ni n N      

где значение фазы n  на каждом кодовом интервале 

определяется из диапазона [0, 2π], N  – длина дискрет-

ной фазокодированной последовательности, i  – мни-
мая единица. 

При этом 0 1 0   , так как исходную последова-
тельность можно поворачивать на заданный угол [18]. 
Импульсная АКФ дискретной последовательности пред-
ставляет собой меру схожести последовательности со 
своими сдвинутыми копиями : 

1
*

0
1

*

0

, 0,1,..., 1;

, 1 ,2 ,... 1;

0,

N r

n r n
n

N r

n r n r
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r N

r r N N

r N



 

 

 



 

 


         




 

где ir  – отчет автокорреляционной функции, 
*
i  – ком-

плексно-сопряженный кодовый элемент, r  – сдвиг. Оп-
ределим равномерную импульсную последователь-
ность, как последовательность у которой боковые отче-
ты АКФ равны. 

На основе автокорреляционной функции запишем 
систему нелинейных уравнений для длины N : 

1

0

1

0

(exp( ) exp( )) , 1;

.

(exp( ) exp( )) , 2... 2

N k
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N k
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n
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


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С учетом того, что модули боковых лепестков ИАКФ 

обладают свойством симметрии, т.е. r rr r , для 
построения импульсных многофазных последователь-
ностей запишем следующую систему уравнений 

21

0
21

2

0

cos( )

sin( ) , 1,..., 1

N r

n n r
n

N r

n n r
n

a r N

 

 

 




 




 
   
  

 
      
  




 

В результате преобразований системы уравнений 
получим систему уравнений вида 

1 1

1 1
0 1 0
1 1

1 1
0 1 0

2

2 cos( )* cos( )

2 sin( )* sin( )

1 , 1,..., 1.

N r N r

n n r n n r
n n
N r N r

n n r n n r
n n

a r N r N

   

   

   

 
 

  

 
 

 
    
  
 
     
  

     

 

   

При 1a   получим систему нелинейных уравнений 
для построения многофазных последовательностей с 
равномерной единичной ИАКФ вида 

1 1

1 1
0 1 0
1 1

1 1
0 1 0

2 cos( )* cos( )

2 sin( )* sin( )

2 , 1,..., 1

N r N r
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r N r N
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 
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В результате анализа уравнения можно получить 
следующие аналитические зависимости. 

Первое уравнение имеет вид 2 12cos( )N N     

2 1  , устанавливающий связь между элементами по-
следовательности, которую можно представить в виде 

2 1
2 .
3N N


      

Второе уравнение всегда принимает вид 

3 2 3 1 2

2 1 2

cos( ) cos( )
cos( ) 1.

N N N N

N N

    
  
   

 

    

      

С учетом полученных выражений, можно записать 
аналитические зависимости между корнями равномер-
ных импульсных последовательностей: 

2 2 1

3 2 1

2 2 1

3 1 2
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2 , ;
3 3

2
) , ,

3
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N N

N N N

N N

N N
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 
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 
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   
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  
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2 2 1 3
2) , , .

3 3N N Nв любое 
          

Следующие зависимости между корнями имеют бо-
лее сложные записи, что увеличивает  сложность выво-
да конечных систем уравнений, но однако может слу-
жить опорой для поиска. При поиске импульсных после-
довательностей можно устанавливать связь между по-
ловиной фаз. Каждое из начальных аналитических ре-
шений распадается на бинарное дерево зависимостей 
корней. 

 

Рис. 4. Дерево аналитических решений ФКП Баркера 

Таким образом, мы можем выражать часть фаз по-
следовательности через оставшуюся часть фаз. Анали-
тически (начиная с шага a-1, a-2 и далее) это довольно 
трудоемкая задача, но такие зависимости значительно 
повышают сходимость численных методов. 

Выполним численные решения методом Левенберга-
Марквардта полученной системы уравнений. Метод Ле-
венгберга-Марквардта заключается в градиентном спус-
ке, где каждое приближение определяется из системы 

[ ( ) ( ) ] ( ) ( )T T
k k k kk kJ x J x I p J x f x 
     

, 

где k  – неотрицательная константа, своя для каждого 

шага, I - единичная матрица, J  – якобиан, рассчитан-
ный от вектора решений, f  – значение функции, опре-
деляющей точность. 

С учетом аналитических выражений выполним сле-
дующие итерационные решения. 

1. Поиск равномерных импульсных последователь-
ностей с единичным уровнем боковиков. При этом 

)( kxf задает следующую невязку  2
kf , где kf  – зна-

чения k-ой функции, что является классическим вариан-
том для численных решений. Для ускорения вычисления 
якобиана следует рассчитать значение частных произ-
водных. 

2. Поиск неравномерных импульсных последова-
тельностей Баркера. В отличии от предыдущего реше-
ния, необходимо изменить вычисление функции, где 
каждое ее значение будет определяться из следующего 
выражения 

2

, ;

, ,
k

k k

если f

f если f

 






   

где α – некоторая величина, превышающая квадрат точ-
ности по невязке (обычно порядка 1e-5), β – уровень, 
при котором считается, что данные уравнения являются 
оптимальными (уровень k-го бокового лепестка). 

Отметим, что если α является константой, то уровень 
β необходимо подбирать в зависимости от длины; не-
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значительное изменение этого параметра кардинально 
изменяет ход решения системы уравнений. 

При численном решении системы уравнений необхо-
димо учитывать аналитические выражения; для этого 
необходимо выбрать одно из решений (к примеру: а-1-2-
1-2-2), а на каждом шаге итерационного цикла нормиро-
вать полученные решения (т.е. одну часть фаз относи-
тельно другой в зависимости от решений). Более того 
некоторые аналитические зависимости накладывают 
ограничения на возможные значения фаз. 

На следующем шаге выполним операции понижения 
уровня боковых лепестков. Примерно половину найден-
ных последовательностей можно свести к многофазным 
кодам Баркера. Это достигается путем итерационного 
приближения, при котором необходимо решать исход-
ную систему уравнений со следующими условиями. 

1. Начальное значение исходного вектора kx  зада-
ется из полученного решения. 

2. Выбирается направление решения (к примеру:  
а-1-2-1-2-2), и вычисляется часть фаз, согласно зависи-
мостям; при этом вычисление фаз необходимо произво-
дить на каждой внутренней итерации алгоритма числен-
ной оптимизации. 

3. Выполняется решение системы уравнений или не-
равенства с уровнем боковых лепестков равным 

k    . 
4. В случае успеха уменьшаем уровень боковых ле-

пестков k     и повторяем решение (d в том чис-
ле согласно пункту 2) до тех пор пока последователь-
ность не будет удовлетворять заданным параметрам 
(начальное значение для итерационного метода выби-
раем из пункта 2 и 3). 

5. В случае неудачи увеличиваем уровень на поло-

вину предыдущего значения 
2k  

  ; начальное 

значение вектора оставляем неизменным. 
Начальное приращение   следует выбирать из со-

отношения .
2

r 



  

Результаты поиска и статистического анализа 
бинарных PSL последовательностей 

В результате продолжительных вычислений были 
получены значения полного перебора бинарных MPS 
последовательностей, а также рассчитаны их статисти-
ческие параметры, которые приведены ниже. Для полно-
го понимания значений необходимо дать пояснение, по 
каким признакам проводился статистических анализ. 

Последовательность 0 1 2 3 2 1, , ,..., ,N N Na x x x x x x    
является балансной, если количество 1 в последова-
тельности равно количеству 0 для четных длин и отли-
чается не больше, чем на единицу – для нечетных длин. 

Meritfactor – это характеристика, вычисляемая по 
формуле 

2

1
2

1

( )

2 ( ( ))
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A
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






,  

где ( )AC   – боковой лепесток апериодической автокор-
реляционной функции на позиции  . Данная характе-
ристика тем больше, чем меньше общий уровень всех 
боковых лепестков. 

Линейная сложность – характеристика, являющаяся 
одной из основных в криптографии, равная минималь-
ному регистру сдвига с линейной обратной связью, не-
обходимого для воссоздания последовательности. 

Обобщенные характеристики последовательностей, 
найденных в результате полного перебора, приведены в 
табл. 2, где N  – длина последовательностей; PSL  – 
оптимальный уровень боковых лепестков на длине N ; 

neN  – количество неэквивалентных последовательно-

стей; neNb
 – количество балансных неэквивалентных 

последовательностей; allN
 – общее количество после-

довательностей; allNb  – общее количество балансных 

последовательностей; minMF  – минимальное значение 

Merit factor; maxMF  – максимальное значение Merit-

factor; optMF  – оптимальность последовательности по 

Merit factor; minLFSR  – минимальное значение линейной 

сложности; maxLFSR
 – максимальное значение линей-

ной сложности. 
В результате проведенного поиска удалось получить 

все возможные бинарные апериодические MPS последо-
вательности длин 2...68,70,72N  , а также некоторые 
последовательности на длинах 69,71,73,74,76N  , 
которые находятся в процессе поиска. Для всех найден-
ных последовательностей были вычислены их основные 
характеристики. Более подробную информацию о по-
следовательностях и их характеристиках можно полу-
чить на нашем тематическом сайте [4]. 

Результаты численных оптимизаций поиска 
многофазных последовательностей Баркера 

Вычисления произодились на кластере из 4-х двух-
процессорных вычислительных узлов Quad-Core Intel 
Xeon E5520, 3-х компьютеров Core i7 и 10-ти компьюте-
ров Core2Duo. 

Поиск равномерных последовательностей останав-
ливался только после того, как в течении продолжитель-
ного времени (3 и более недель) не было получено но-
вых решений. Поиск неравномерных решений не пол-
ный, т.к. число решений постепенно растет, вероятность 
правильного обнаружения падает, что затрудняет пол-
ный поиск и делает его неопределенным. 

В ходе поиска импульсных последовательностей 
Баркера были получены следующие результаты: равно-
мерные последовательности Баркера обнаружены до 
длин 34 включительно, при этом на длинах 30-34 высока 
вероятность обнаружения новых последовательностей. 
Количественные результаты представлены в табл. 3. 
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Таблица 2. Обобщенные характеристики последовательностей 

N  PSL  neN  neNb  allN  allNb  minMF  maxMF  optMF  minLFSR  maxLFSR  

2 1 1 1 4 2 2 2 yes 1 2 

3 1 1 1 4 4 4.5 4.5 yes 1 3 

4 1 1 0 8 0 4 4 yes 1 4 

5 1 1 0 4 0 6.25 6.25 yes 2 4 

6 2 4 2 28 6 2.57143 2.57143 yes 2 5 

7 1 1 1 4 4 8.16667 8.16667 yes 3 4 

8 2 8 1 64 8 2 4 yes 3 6 

9 2 10 8 80 36 2.025 3.375 yes 3 6 

10 2 5 1 40 4 3.84615 3.84615 yes 4 7 

11 1 1 1 4 4 12.1 12.1 yes 5 7 

12 2 16 2 128 16 2.76923 7.2 yes 4 8 

13 1 1 0 4 0 14.0833 14.0833 yes 6 8 

14 2 9 0 72 0 5.15789 5.15789 yes 5 9 

15 2 13 0 104 0 3.21429 4.8913 no 6 10 

16 2 10 0 80 0 3.55556 4.57143 no 7 10 

17 2 4 0 32 0 4.51563 4.51563 yes 7 10 

18 2 2 2 16 8 6.48 6.48 yes 8 12 

19 2 1 0 8 0 4.87838 4.87838 no 8 10 

20 2 3 0 24 0 4.34783 5.26316 no 8 11 

21 2 3 1 24 4 5.80263 6.48529 no 9 13 

22 3 378 76 3024 304 2.54737 6.20513 yes 5 17 

23 3 515 169 4084 772 2.38288 5.62766 yes 7 16 

24 3 858 66 6864 276 2.32258 8 yes 7 18 

25 2 1 0 8 0 7.10227 7.10227 no 12 14 

26 3 242 34 1936 136 3.10092 7.51111 no 9 18 

27 3 388 124 3096 572 2.82558 9.85135 yes 9 19 

28 2 2 0 16 0 6.75862 7.84 yes 14 15 

29 3 284 56 2244 232 3.13806 6.78226 yes 10 19 

30 3 86 4 688 16 3.43511 7.62712 yes 11 20 

31 3 251 106 2008 484 3.26871 7.17164 yes 12 20 

32 3 422 38 3376 156 3.04762 7.11111 no 7 22 

33 3 139 18 1112 76 3.78125 8.50781 yes 12 22 

34 3 51 5 408 20 4.21898 8.89231 yes 13 22 

35 3 111 28 888 120 3.80435 7.56173 no 14 21 

36 3 161 20 1288 80 3.56044 6.89362 no 13 24 

37 3 55 3 440 12 4.02647 6.98469 no 16 22 

38 3 17 1 136 4 5.34815 8.29885 yes 17 21 

39 3 30 8 240 32 4.44737 6.39076 no 16 25 

40 3 57 0 456 0 4.25532 7.40741 yes 17 23 

41 3 15 1 120 4 5.125 7.50446 no 17 25 

42 3 4 0 32 0 5.91946 8.73267 yes 17 24 

43 3 12 7 96 36 4.9973 6.74818 no 20 24 

44 3 15 3 120 12 4.98969 6.28571 no 18 27 

45 3 4 0 32 0 5.32895 6.57468 no 21 25 
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46 3 1 0 8 0 6.4908 6.4908 no 23 24 

47 3 1 0 8 0 7.12581 7.12581 no 23 25 

48 3 4 1 32 4 4.8 6.12766 no 23 26 

49 4 49088 11179 392704 46892 2.85833 8.82721 yes 16 33 

50 4 25169 2179 201352 8716 3.11721 8.16993 yes 18 33 

51 3 1 0 8 0 7.51734 7.51734 no 24 24 

52 4 33058 2306 264464 9896 2.75918 8.14458 yes 18 34 

53 4 23673 5065 189384 21044 3.09361 7.89045 no 19 35 

54 4 10808 936 86464 3744 3.32118 7.32663 no 20 35 

55 4 11987 1417 95896 5772 3.26674 7.45074 no 20 35 

56 4 15289 1513 122312 6452 3.03876 8.16667 yes 21 35 

57 4 9476 1879 75808 7760 3.19783 7.96324 no 22 36 

58 4 4026 303 32208 1212 3.58635 8.53807 yes 23 36 

59 4 4624 426 36992 1732 3.5593 8.32775 no 23 36 

60 4 5542 333 44336 1452 3.34572 8.10811 no 23 38 

61 4 3246 543 25968 2232 3.61965 7.56301 no 25 37 

62 4 1212 97 9696 388 4.11563 8.17872 yes 26 37 

63 4 1422 133 11376 536 3.8534 9.58696 yes 27 37 

64 4 1859 142 14872 600 3.65714 9.84615 yes 27 38 

65 4 1003 158 8024 652 4.00095 8.25195 no 25 39 

66 4 324 17 2592 68 4.60465 7.75089 no 29 38 

67 4 381 32 3048 132 4.34139 7.76644 no 29 38 

68 4 489 17 3912 72 4.14337 8.43796 no 28 40 

69 4  241  33  1928  132  4.11851  7.98826 no  29  39 

70 4 72 4 576 16 4.64896 7.31343 no 31 40 

71 4  115  10  920  40  4.57441  8.1045 no  30  41 

72 4 107 9 856 36 4.72993 7.2 no 31 40 

73 4  43  5  344  20  4.93426  8.32656 no  34  40 

74 4  18  0  144  0  5.64536  7.03856 no  33  40 

76 4  11  0  88  0  4.99654  7.0439 no  36  41 

Таблица 3. Число равномерных импульсных последовательностей Баркера 

Длина Число решений Длина Число решений Длина Число решений 
3 1 14 164 25 404 
4 2 15 368 26 64 
5 6 16 220 27 64 
6 1 17 140 28 50 
7 18 18 114 29 78 
8 36 19 112 30 98 
9 40 20 176 31 76 
10 120 21 188 32 8 
11 132 22 140 33 4 
12 84 23 408 34 8 
13 402 24 108   

Множество неравномерных последовательностей 
Баркера невозможно оценить однозначно. Число реше-
ний постоянно растет, с ростом длины сложность и вре-
мя ожидания нового решения падает, но не означает его 

отсутствие. Теоретически возможно, что общее число 
неравномерных последовательностей Баркера на рас-
смотренных длинах бесконечно. Результаты текущих 
запусков отображены в табл. 4. 
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Численные методы не позволяют дать точную оценку 
числа последовательностей Баркера. Большое число 
равномерных последовательностей Баркера определяет 
большее множество неравномерных, что превосходит 
результаты Carrol J. Nunn и Gregory E. Coxson [19], а так 

же открывает вопрос в правильности оценки числа ре-
шений кодов Баркера. Общее число равномерных по-
следовательностей Баркера длины N=10 показаны в 
табл. 5, примеры неравномерных последовательностей 
представлены в табл. 6. 

Таблица 4. Число импульсных последовательностей Баркера 

Длина Число решений Длина Число решений Длина Число решений 
31 3015 39 1203 47 21 
32 2180 40 1087 48 3 
33 1337 41 1258 49 2 
34 2015 42 994 50 2 
35 1356 43 816 51 2 
36 1287 44 230 52 1 
37 1105 45 241   
38 1749 46 35   

Таблица 5.Равномерные последовательности Баркера для N=10 

Неэквивалентные равномерные последовательности Баркера длины N=10 (фазы в градусах) 
0 0 0 60 240 240 60 180 0 240 0 0 60 60 240 240 60 240 0 240 

0 0 3.651 213.43 171.437 295.057 290.454 81.657 261.657 
21.657 

0 0 60 83.489 308.952 252.913 144.948 276.91 75.778 315.778 

0 0 10.191 110.485 133.039 25.719 22.721 181.259 1.259 
241.259 

0 0 60 90.173 327.079 301.635 204.198 326.554 141.769 21.769 

0 0 13.867 160.547 188.895 12.023 69.696 283.7 103.7 343.7 0 0 60 97.037 281.883 249.649 99.87 228.259 25.664 265.664 
0 0 15.388 15.204 227.513 197.448 17.534 92.789 272.789 

152.789 
0 0 60 133.704 75.583 303.338 59.37 285.645 299.56 179.56 

0 0 15.796 146.39 207.651 67.246 103.668 297.259 117.259 
357.259 

0 0 60 136.006 104.59 343.896 129.789 353.452 12.697 252.697 

0 0 18.986 263.9 236.83 58.556 16.853 201.232 21.232 141.232 0 0 60 138.66 100.629 337.757 130.446 353.42 0.197 240.197 
0 0 20.378 174.194 216.81 104.548 112.336 343.296 163.296 

43.296 
0 0 60 150.526 161.696 41.527 19.346 248.123 26.31 266.31 

0 0 31.232 125.956 41.801 251.015 12.144 224.877 196.109 
76.109 

0 0 60 151.478 118.657 346.102 99.19 307.544 340.305 220.305 

0 0 36.152 280.903 218.369 7.431 44.136 228.324 48.324 
168.324 

0 0 60 154.338 185.437 42.878 41.053 264.053 42.144 282.144 

0 0 40.068 123.951 22.01 242.437 4.859 225.198 205.266 
85.266 

0 0 60 156.482 127.594 354.284 115.442 318.259 0.84 240.84 

0 0 47.072 15.966 246.509 160.944 54.185 184.903 4.903 
124.903 

0 0 60 157.271 127.98 31.161 160.034 2.116 45.026 285.026 

0 0 53.529 178.176 244.412 128.278 175.956 39.612 219.612 
99.612 

0 0 60 157.541 100.562 354.519 139.858 352.601 346.679 
226.679 

0 0 53.825 152.997 92.708 344.118 128.717 338.244 332.069 
212.069 

0 0 60 160.069 200.575 70.684 123.052 13.925 179.343 59.343 

0 0 58.37 178.561 180.381 40.24 85.493 271.646 91.646 
331.646 

0 0 60 161.075 137.702 11.552 144.809 342.646 35.332 275.332 

0 0 58.514 111.639 305.916 325.121 202.246 322.052 142.052 
22.052 

0 0 60 165.808 193.964 71.439 82.451 348.732 162.392 42.392 

0 0 59.53 47.528 284.323 199.543 34.766 156.421 336.421 
96.421 

0 0 60 172.204 161.365 87.626 104.461 311.135 112.993 352.993 

0 0 60 31.254 258.002 255.205 103.971 238.264 52.615 
292.615 

0 0 60 173.541 199.267 102.119 136.614 34.836 210.617 90.617 

0 0 60 39.593 244.465 218.025 69.483 194.91 11.541 251.541 0 0 60 173.809 184.683 86.115 132.171 327.644 123.95 3.95 
0 0 60 45.556 222.216 228.275 54.869 191.038 0.148 240.148 0 0 60 176.6 232.194 156.459 171.738 62.065 239.338 119.338 
0 0 60 48.219 245.53 282.521 114.726 234.81 54.744 294.744 0 0 60 177.773 152.234 54.174 55.493 263.942 79.221 319.221 

0 0 60 48.69 273.375 226.697 50.167 173.578 350.902 230.902 0 0 60 178.911 246.353 135.298 182.633 50.063 228.649 108.649 
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0 0 60 52.43 128.702 328.238 68.157 297.876 239.54 119.54 0 0 60 179.912 227.663 70.629 113.282 5.039 184.97 64.97 
0 0 60 59.97 157.864 314.285 87.481 283.364 223.439 103.439 0 0 65.816 142.882 107.601 345.72 140.296 5.611 11.427 

251.427 
0 0 60 60 120 300 60 300 240 120 0 0 60 60 180 0 60 300 240 120 

0 0 71.752 22.286 163.36 316.351 303.543 162.495 174.247 
54.247 

0 0 72.375 28.2 171.362 4.319 11.474 225.794 238.168 118.168 

0 0 60 79.006 294.964 277.44 142.397 356.735 120.298 0.298 0 0 90.654 155.84 130.948 8.198 135.015 10.085 40.739 280.739 
0 0 60 61.734 265.642 282.804 111.674 272.309 48.219 

288.219 
0 0 92.544 168.823 152.396 30.199 150.907 16.818 49.362 

289.362 
0 0 60 70.019 262.439 247.868 58.617 184.637 357.162 

237.162 
0 0 95.42 158.569 149.533 39.876 183.962 60.909 96.329 

336.329 
0 0 60 76.528 303.162 294.906 159.61 8.955 137.592 17.592 0 0 112.611 190.799 193.959 112.846 254.717 119.191 171.801 

51.801 

Таблица 6.Примеры последовательностей Баркера для N=[11, 52] 

N Последовательность (фазы в градусах) 
11 0 0 0 0 120 120 300 0 180 0 240 
12 0 0 60 0 300 120 120 240 0 240 60 180 
13 0 0 180 180 60 60 120 60 60 1800 240 0 
14 0 0 1.709 286.585 347.346 128.366 90.757 258.734 349.419 240.505 69.074 57.543 237.543 117.543 
15 0 00 36.419 357.703 254.678 150.902 128.173 285.444 1.668 78.642 219.927 76.345 256.346 16.346 
16 0 0 5.588 291.28 198.887 182.71 193.462 329.808 269.293 116.861 306.479 227.07 322.327 69.048 249.048 9.048 
17 0 0 14.043 340.367 6.691 311.103 164.682 128.199 342.502 224.384 18.633 189.416 19.398 127.614 214.225 288.268 

48.268 
18 0 0 60 60 240 300 300 0 240 60 300 120 120 0 60 240 240 120 
19 0 0 0.997 352.252 285.97 352.361 96.889 212.261 146.332 276.128 350.949 163.488 24.886 275.101 134.935 237.367 

65.414 6.411 246.411 
20 0 0 16.273 78.349 116.933 127.76 345.207 296.711 123.528 123.324 36.519 291.529 82.483 310.824 212.737 303.51 

156.277 194.02 14.02 134.02 
21 0 0 0.341 115.525 153.067 114.208 241.334 41.921 151.056 81.807 129.448 358.098 315.217 122.217 227.353 41.273 7.631 

184.304 18.79 319.131 199.131 
22 0 0 17.537 3.718 17.718 339.597 226.271 160.595 124.328 16.613 269.964 113.434 314.504 220.508 5.666 63.704 131.759 

222.596 325.099 128.344 308.344 68.344 
23 0 0 60 233.976 241.597 323.061 31.928 10.87 271.749 330.435 264.175 188.781 24.299 346.595 156.856 70.613 50.538 

117.675 264.969 74.199 213.105 338.923 218.923 
24 0 0 60 70.501 51.219 152.727 120.353 307.766 292.82 100.904 128.078 311.357 285.217 76.768 221.063 61.911 346.339 

232.064 325.847 180.767 237.788 92.962 196.871 76.871 
25 0 0 58.162 32.667 17.367 17.643 120.649 108.693 273.108 321.864 344.44 211.106 188.974 122.507 44.917 260.301 79.588 

20.62 228.914 351.176 151.957 275.019 70.406 250.406 130.406 
26 0 0 60 70.469 2.903 18.48 322.009 349.377 116.975 141.969 227.892 256.894 75.355 179.88 327.659 14.329 249.174 127.99 

112.272 285 137.731 0.767 234.369 345.231 176.412 56.413 27 0 060 43.552 148.434 109.269 251.453 186.585 44.824 
144.11 148.567 217.588 65.155 112.708 69.219 281.287 68.836 91.879 .847 297.667 155.161 221.789 47.282 161.292 

356.962 37.013 277.013 
27 0 0 60 232.234 263.615 203.754 194.88 183.976 300.839 22.87 84.414 261.492 81.775 177.964 13.814 80.19 6.947 172.096 

83.229 84.343 68.106 23.871 83.612 143.386 106.187 333.724 220.099 100.099 
28 0 0 60 78.092 43.587 54.197 119.39 127.346 307.654 272.593 41.938 59.7 272.096 164.113 343.205 219.706 35.868 223.203 

64.173 149.634 262.515 44.095 140.125 22.707 21.718 300.658 238.697 220.412 100.413 
29 0 0 60 37.535 43.265 139.297 73.49 176.529 309.29 61.529 354.506 70.627 254.452 266.292 334.378 245.186 184.08 

130.933 313.489 128.298 76.819 285.907 28.098 223.766 171.343 15.76 80.168 282.121 261.505 141.505 
30 0 0 42.844 43.864 107.686 242.058 232.381 266.275 263.762 227.81 153.269 210.584 13.941 250.407 28.946 284.315 

207.567 242.593 77.681 356.587 289.764 135.8 277.452 25.614 108.89 288.255 215.862 58.634 44.898 224.898 344.898 
31 0 0 60 160.701 296.79 324.751 22.257 84.757 23.589 98.232 54.238 109.954 242.661 69.707 6.802 286.589 277.348 96.497 

274.344 306.613 160.167 210.993 111.689 122.774 345.891196.957 4.6 234.121 163.216 6.322 125.431 5.431 
32 0 0 60 78.875 207.76 265.604 287.326 324.431 278.578 256.2 332.613 272.978 181.898 37.549 253.548 54.875 59.048 

262.67 11.066 82.601 244.025 4.846 192.918 66.954 207.026 43.044 154.558 46.768 326.486 247.935 184.62 165.125 45.125 
33 0 0 45.912 38.476 340.192 347.944 66.412 21.665 242.596 131.93 341.529 215.066 181.896 305.592 49.962 62.511 134.275 

91.473 304.204 304.506 235.671 195.95 73.427 123.288 289.416 331.618 109.423 241.724 58.604 261.861 81.623 240.548 
60.548 180.548 
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34 0 0 62.24 115.72 106.914 254.204 267.961 311.248 48.181 346.135 269.726 290.822 54.746 78.048 301.341 330.763 77.561 
217.942 39.769 128.262 52.706 291.171 139.446 242.189 104.571 200.673 113.503 82.947 326.328 124.676 342.652 314.537 

190.665 339.901 219.895 
35 0 0 60.682 39.574 352.272 53.858 40.617 51.051 88.132 252.325 269.72 44.003 274.189 253.299 146.07 215.558 31.879 

68.491 175.566 92.642 324.833 305.335 206.093 277.724 57.456 123.564 87.41 278.452 257.619 118.024 296.563 99.718 
338.337 117.038 287.724 166.565 

36 0 0 59.788 99.248 109.383 186.269 213.851 190.508 167.493 65.317 131.7 176.757 106.215 60.063 347.573 83.245 210.516 
340.131 110.214 335.576 148.287 228.433 35.884 352.845 134.932 291.893 328.076 199.172 144.924 1.152 110.953 316.743 

244.447 41.138 230.358 151.53 31.324 
37 0 0 56.935 131.322 155.644 162.17 294.97 16.851 357.703 205.973 291.429 47.263 109.681 53.743 296.162 78.117 197.097 

148.786 105.424 110.844 144.013 58.31 150.287 28.596 43.883 254.365 315.917 138.478 280.205 93.426 314.428 212.292 
80.77 1.008 322.472 220.812 73.453 312.543 

38 0 0 59.977 87.004 92.401 130.445 174.019 260.318 292.655 126.985 143.136 244.762 273.564 142.97 165.665 175.17 
113.56 101.792 317.075 144.912 141.801 56.837 322.18 71.041 219.695 1.65 172.048 279.231 128.572 119.742 26.448 

20.363 219.311 26.814 261.005 128.348 317.459 161.826 41.82 
39 0 0 59.989 101.328 150.121 211.347 259.143 270.608 166.507 249.569 198.026 288.135 160.279 252.182 140.661 261.59 

165.768 57.456 139.275 268.883 334.796 162.835 180.189 16.243 332.642 193.614 264.025 171.297 102.771 353.228 
145.583 347.545 19.062 228.582 254.084 109.996 296.935 178.408 121.421 1.415 

40 0 0 60 70.469 2.903 18.48 322.009 349.377 116.975 141.969 227.892 256.894 75.355 179.88 327.659 14.329 249.174 127.99 
112.272 285 137.731 0.767 234.369 345.231 176.412 56.413 27 0 060 43.552 148.434 109.269 251.453 186.585 44.824 
144.11 148.567 217.588 65.155 112.708 69.219 281.287 68.836 91.879 .847 297.667 155.161 221.789 47.282 161.292 

356.962 37.013 277.013 
41 0 0 66.022 60.39 23.445 355.429 98.543 28.402 352.449 25.29 138.352 159.918 283.345 261.899 179.748 335.369 342.72 

115.113 121.668 275.415 117.771 13.82 228.261 91.582 252.153 0.291 306.298 98.199 199.326 345.304 154.687 290.18 
106.616 150.751 12.634 354.529 309.489 258.433 148.797 199.842 79.83 

42 0 0 55.331 83.354 106.547 255.763 317.247 310.411 40.273 321.779 309.81 339.168 52.798 22.993 216.452 339.85 130.457 
74.868 251.116 111.234 167 40.05 169.212 299.479 82.586 199.699 4.864 299.68 135.831 300.138 262.524 89.152 306.114 

249.747 147.187 128.824 62.905 353.962 46.776 303.272 278.4 156.698 
43 0 0 17.361 300.115 270.161 157.838 127.936 254.685 246.716 218.377 237.686 211.358 89.055 357.995 308.841 88.849 

82.775 239.599 276.899 106.817 145.268 132.158 311.912 134.17 62.028 146.563 235.566 196.02 294.357 149.651 346.009 
172.208 114.047 247.81 255.213 349.499 204.065 1.816 146.941 247.363 23.898 202.042 331.233 

44 0 0 17.12 330.264 8.445 309.386 9.419 1.077 15.132 86.534 177.204 221.357 245.186 183.438 333.496 135 12.628 115.365 
308.056 302.453 53.749 186.435 256.462 188.755 23.382 71.843 206.488 41.809 312.251 210.975 83.428 300.052 158.102 

318.954 58.006 192.605 268.763 127.111 74.192 341.426 307.197 204.993 162.445 42.101 
45 0 0 26.9 346.107 283.815 230.524 185.736 187.592 235.824 207.388 62.636 328.282 204.116 120.757 144.66 173.612 

237.067 215.34 13.694 246.08 173.257 272.728 185.994 355.389 299.634 309.369 135.951 75.791 249.655 17.997 308.326 
124.481 183.163 20.145 234.494 9.454 184.481 286.651 97.134 264.936 347.367 93.232 206.018 299.113 59.118 

46 0 0 11.087 7.317 326.58 317.722 310.291 311.689 285.293 25.514 105.413 80.724 130.279 125.919 276.773 273.387 48.736 
231.698 163.728 318.278 92.544 331.634 32.109 144.408 276.04 183.14 22.431 121.708 245.409 36.274 298.946 202.449 

74.232 237.989 12.382 113.973 297.216 256.295 98.228 144.185 28.963 284.474 246.527 118.064 71.866 305.45 
47 0 0 30.607 65.237 112.941 113.646 20.93 19.217 57.319 90.281 192.732 203.526 358.477 0.13 290.381 289.103 276.126 

107.407 113.761 230.701 244.917 81.813 224.273 241.456 70.107 80.157 261.246 62.945 104.977 331.857 293.228 206.672 
228.948 60.882 230.822 57.302 157.712 359.749 122.011 324.558 251.821 147.892 308.922 148.241 2.206 189.517 65.346 

48 0 0 37.46 126.526 176.46 207.159 22.013 46.031 113.841 163.471 177.027 127.878 111.406 275.461 267.537 306.464 
230.507 208.929 106.123 32.343 151.484 160.308 41.39 267.319 171.95 321.687 242.653 92.951 239.559 67.792 292.438 
158.257 199.309 56.545 197.43 194.714 157.185 72.365 123.954 308.297 92.59 131.987 347.734 48.753 193.877 353.051 

105.625 
49 0 0 52.225 75.533 39.861 56.052 107.218 120.361 163.425 243.392 329.623 40.285 123.415 145.165 88.539 41.494 0.9 

345.505 16.65 287.499 296.592 169.618 193.786 330.459 64.091 191.924 314.989 212.751 166.461 86.442 327.48 265.239 
118.407 173.664 353.246 134.221 359.313 192.972 342.193 86.431 264.466 133.087 7.002 273.135 119.788 287.298 119.009 

350.467 222.703 
50 0 0 69.368 73.098 41.614 355.813 37.328 47.452 56.476 65.884 106.06 210.682 237.766 307.249 344.434 268.918 173.841 

61.066 8.95 233.366 202.93 145.703 41.001 180.075 21.784 289.206 33.392 187.18 79.607 266.322 47.429 300.287 222.193 
126.629 272.946 185.879 51.434 72.92 161.253 352.094 292.988 6.165 187.672 265.789 92.579 197.676 351.767 81.331 

206.769 336.286 
51 0 0 10.249 317.632 262.864 269.261 285.022 266.347 204.18 136.155 53.741 315.117 259.247 268.436 181.638 71.951 

285.434 264.138 296.083 3.395 5.177 141.353 112.691 320.52 274.867 64.738 359.594 143.405 15.978 140.829 78.351 
177.052 212.523 225.616 26.401 252.739 98.097 268.163 333.186 127.954 317.827 114.909 275.541 77.495 176.135 232.56 

337.799 120.451 249.11 318.914 79.366 
52 0 0 30.825 98.148 179.221 216.292 262.357 3.209 342.17 26.356 131.952 311.632 56.436 101.184 98.491 19.366 44.06 

181.8 26.929 128.457 186.67 80.271 35.122 37.93 280.921 319.94 326.872 264.134 184.435 325.956 316.846 174.466 
203.457 67.609 52.139 315.814 158.308 268.717 98.606 87.834 299.829 199.16 81.876 287.797 136.937 252.216 63.312 

251.07 124.79 333.805 164.439 44.404 
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METHODS AND RESULTS SYNTHESIS 
OF APERIODIC BINARY SEQUENCES 
AND POLYPHASE BARKER SEQUENCES 
Potekhin E., Shuvalov A., Leukhin N. 

The article provides information on how to generate, 
build, and search optimal binary sequences of lengths up to 
76 and polyphase Barker sequences of lengths up to 52. 
Details the search algorithms and analytical conclusions. 
The examples of sequences has main characteristics, such 
as Merit factor and linear complexity. 

НОВЫЕ КНИГИ 

Джиган В.И. 
Адаптивная фильтрация сигналов: теория и методы 
Москва: Техносфера, 2013. – 528 с. 

Рассматриваются основные разновидности адаптивных фильтров и их применение в ра-
диотехнических системах и системах связи. Дается представление о математических объектах 
и методах, используемых в теории адаптивной фильтрации сигналов. Рассматриваются приемы 
получения вычислительных процедур, сами процедуры и свойства таких алгоритмов адаптив-
ной фильтрации, как алгоритмы Ньютона и наискорейшего спуска, алгоритмы по критерию по 
критерию наименьших квадратов, рекурсивные алгоритмы по критерию наименьших квадратов 
и их быстрые (вычислительно эффективные) версии;рекурсивные алгоритмы для многоканаль-
ных фильтров и их версии для об- работки нестационарных сигналов, а также многоканальные 
алгоритмы аффинных проекций.Дано описание стандартных и нестандартных приложений для 
моделирования адаптивных фильтров на современных языках программирования MATLAB, 
LabVIEW и SystemVue, а также реализаций адаптивных фильтров на современных цифровых 
сигнальных процессорах. 

Особенностью книги является изложение теоретических материалов для наиболее об-
щего случая – адаптивных фильтров с комплексными весовыми коэффициентами, наличие разделов по многоканальным адап-
тивным фильтрам и алгоритмам адаптивной фильтрации нестационарных сигналов. 

Книга является первым систематическим изложением теории адаптивной фильтрации на русском языке. 
Предназначена для научных работников, инженеров, аспирантов и студентов радиотехнических и связных специально-

стей, изучающих и использующих на практике цифровую обработку сигналов. 
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Рассматриваются вопросы расширения концепции Mazo по пе-
редаче сигналов быстрее Найквиста (faster-than-Nyquist (FTN)) на 
последовательность импульсов, которые модулируют банк под-
несущих. Такое расширение соответствует двумерной FTN пере-
даче. Обработка сигналов при этом подобна обработке при OFDM 
передаче, но подканалы не являются ортогональными. Несмотря 
на неортогональные импульсы и поднесущие, метод достигает 
вероятности ошибки, соответствующей OFDM системе при по-
импульсном приеме, в половине полосы обычной OFDM системы. 

УДК 621.396 
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Ключевые слова: беспроводные системы, 

неортогональная передача, спектральная эф-
фективность, OFDM, банк поднесущих, концеп-
ция Mazo. 

Введение 

Высокий и постоянно растущий спрос на 
высокоскоростные услуги беспроводных систем 
связи приводит к тому, что задача повышения 
спектральной эффективности таких систем постоянно 
находится в центре внимания исследователей и разра-
ботчиков. Наиболее совершенные современные системы 
связи основаны на технологии OFDM, причем ключевую 
роль в обеспечении высокой спектральной эффективно-
сти систем связи с OFDM играет ортогональность переда-
ваемых символов и поднесущих. Вместе с тем, в послед-
ние несколько лет обозначились направления исследова-
ний по повышению спектральной эффективности выше 
той, которая обеспечивается за счет ортогональности 
передаваемых символов и поднесущих [1], [2]. 

В качестве теоретической основы в этих исследова-
ниях принимается работа Mazo [3], в которой исследует-
ся проблема ухудшения качества передачи цифровых 
данных (рост вероятности ошибки передачи) в ситуации, 
когда импульсы, удовлетворяющие критерию Найквиста, 
используются для передачи двоичных данных при нали-
чии шума на скоростях, выше скорости Найквиста (faster-
than-Nyquist (FTN)). 

В современных исследованиях можно выделить, по 
меньшей мере, два направления развития темы FTN. Пер-
вое направление связано с определением границ принци-
пиальной возможности повышения скорости передачи вы-
ше скорости Найквиста при современном уровне развития 
теории и практики обработки сигналов. Второе направле-
ние связано с развитием методов обработки сигналов при 
повышенных скоростях передачи применительно к дейст-
вующим высокоэффективным системам связи.  

Ниже первое направление будет рассмотрено на ос-
нове публикаций, характерных для этого направления 
исследований.  

Исходные предпосылки современных  
исследований по повышению скорости  
передачи двоичных символов  

Использование импульсов Найквиста вида  

sin( )=
(

/
/ )
t Tg(t)

t T



  

для передачи двоичных или многоуровневых данных без 
межсимвольной интерференции через каналы с полосой 

1 2 Гц/W T  является классическим. Если предполо-
жить, что принимается последовательность импульсов  

2

1

( ) ( ), 1
N

n n
n N

u t a g t nT a


     (1) 

в аддитивном белом гауссовском шуме с двухсторонней 
спектральной плотностью мощности 0 2/N  при незави-
симых na , то оптимальный детектор обеспечивает ве-
роятность ошибки (bit error rate (BER)) eP , определяе-
мую соотношением  

0

2( )
2e

EP Q
N

 ,  (2) 

где  
2 / 21 1( )

22 2
y

x

xQ x e dy erfc



    ,(3) 

( )erfc   означает дополнительную функцию ошибок, E – 
энергия импульса g(t). В нашем случае E=T. Асимптоти-
чески для больших отношений сигнал/шум соотношение 
(2) принимает вид 

0

0

1~ exp( )
2e

N EP
E N

 . (4) 

В своей работе [3] Mazo задается вопросом: предпо-
ложим, что при передаче сигнала (1) получается качест-
во в соответствии с (2), которое является более, чем 
удовлетворительным. То есть, можно получить 

610eP   или 710 , тогда как 510  было бы достаточ-
ным. Вопрос: до каких пределов можно обменивать это 
избыточное качество на скорость передачи, заменяя в 
сигнале (1) T на T T  и сохраняя постоянной переда-
ваемую мощность? Другими словами, мы продолжаем 



 

 
 
56 

использовать импульсы 
sin( / )=

( / )
t Tg(t) B

t T



, (5) 

но передаем их с интервалами T T  . Это и есть faster-
than-Nyquist transmission – передача со скоростью быст-
рее скорости Найквиста. Интервал T  при этом принято 

характеризовать соотношением T T  , 0 1  . В 
этой ситуации ухудшение качества передачи оказывает-
ся неизбежным.  

Для выявления причин неизбежного ухудшения BER 
передачи, отметим, что выражение (2) является извест-
ной границей для согласованных фильтров при противо-
положных импульсах, каждый с энергией E, которая оп-
ределяет качество детектирования бит в случае приема 
последовательности импульсов. Так как T  уменьшает-
ся, то импульсы посылаются чаще, и энергия E в каждом 
импульсе должна уменьшаться в прямой пропорции, так 
чтобы мощность /E T  поддерживалась постоянной. 
Это является одной из причин неизбежного ухудшения 
качества передачи, которая может использоваться в 
процедуре обмена качества на скорость. Другая причина 
ухудшения определяется возможностями детектора 
справиться с интерференцией между символами, то 
есть тем фактом, что качество понизится ниже опреде-
ляемого соотношением (2). Исходя из того, что при по-
вышении скорости передачи должна быть изменена 
энергия импульсов, а также из необходимости учета 
МСИ, Mazo в своей работе [3] делает вывод о целесооб-
разности использования других факторов, которые оп-
ределяют  качество передачи. 

Так, Mazo получает нижнюю границу вероятности 
ошибки в виде 

2

01

1 [ , ( )]( )
22

N

e N
i

d i j iP Q
N

  , (6) 

где   

2 2( , ) [ ( ) ( )]i jd i j u t u t dt


 


   (7) 

принимается как «расстояние» между двумя последова-
тельностями (1), которые отличаются в некоторой k-й 
позиции, то есть в одной последовательности для вы-
бранной позиции 1a   , что отображается как ( )u t , а 
в другой последовательности для выбранной позиции 

1a   , что отображается как ( )u t . Граница (6) тесно 
связана с нижней границей Форнея [4], хотя получена по-
другому. Нижняя граница Форнея в данной ситуации 
имеет вид 

min

0
( )

2e m
dP p Q

N
 , (8) 

где mind  – минимальное расстояние между сигналами 

(1), которые отличаются в k-й позиции, и mp  – вероят-
ность того, что последовательность, выбранная случай-
но, имеет импульсы с противоположной полярностью в 
k-й позиции при расстоянии, равном mind . Соотношение 
(6) может быть приведено к виду, подобному (8). Таким 
образом, в (6) отбрасываются все члены, за исключени-

ем тех, что дают пары [ , ( )]i j i , такие, что 

min[ , ( )]d i j i d . Тогда соотношение (6) принимает вид 

min

0
( )

22
e N

dчисло парP Q
N

 . (9) 

Коэффициент перед функцией Q соответствует ве-
роятностному коэффициенту в (8). Когда не удается най-
ти mind , то соотношение (9) будет использоваться при 

min 0d d , где в качестве 0d  будет взято минимальное 
расстояние, которое удалось найти. Понятно, что в соот-
ношении (9) хотелось бы использовать наименьшее рас-
стояние для максимизации нижней границы вероятности 
ошибки. 

В рассматриваемой задаче 2
mind  определяется сог-

ласно выражению [3] 
22

min
;{ 1,0} 1

1inf 1
4 2

N
il

lN a l

d a e d
E l







 

  , (10) 

в котором проведена нормировка делением на энергию 
E. Выражение (10) получено с помощью преобразования 
Фурье от функции (7) и небольшого преобразования ре-
зультата. Функция inf(·) означает точную (наименьшую) 
нижнюю грань (границу). По утверждению Mazo вычис-
ления согласно соотношению (10) не всегда дают мини-
мум величины (10). Однако численными методами мож-

но получить результаты для 2
0 4d E , показанные на рис. 

1, где 0d  означает минимальное расстояние, которое 
удалось найти при разных величинах ρ, то есть при ско-
ростях передачи символов до 2,5 раз выше скорости 
Найквиста.  

 
Рис. 1. Наименьшие расстояния между сигнальными 
 последовательностями, которые удалось найти, 

 в зависимости от скорости передачи 

Из рис. 1, по мнению Mazo, следует, что для 
0 802,T T   минимальное расстояние, а значит и ниж-

няя граница вероятности ошибки передачи не меняется, 
а значит и никакой потери асимптотической веро-
ятности ошибки при увеличении символьной ско-
рости на 24.7% выше предела Найквиста нет. Про-
цент превышения принимается равным 100(1/ρ-1). Mazo 
также отмечает, что 0d  представляет собой энергию им-
пульса для ρ, уменьшающегося от 1 до 0.8, или, другими 
словами, для скоростей, превышающих скорость Найк-
виста до 25 процентов. Таким образом, 2

min 4d  не может 
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быть энергией импульса при ρ<0,8 для этой задачи. 
Основной результат работы Mazo, который исполь-

зуется современными исследователями, состоит в том, 
что скорость Найквиста не является абсолютным преде-
лом, и может быть превышена, по меньшей мере, на 
24,7 % при наличии соответствующих методов приема 
сигналов в условиях возрастающей межсимвольной ин-
терференции. 

Что касается МСИ, то она возникает не только при 
попытках повышения скорости передачи импульсов. 
МСИ сильно усложняет жизнь при приеме сигналов в 
быстро меняющихся каналах с рассеянием. И здесь в 
развитии методов приема в условиях МСИ достигнуты 
значительные результаты. Но это направление сильно 
связано с параметрами используемых сигналов и кана-
лов, и борьба с МСИ ведется только в тех пределах, 
которые диктуются этими факторами. В рассматривае-
мой задаче (FTN) речь идет о других сигналах и уровнях 
МСИ, которая фактически сознательно вводится до пре-
дела, определяемого качеством приема, поэтому задачи 
приема сигналов при исследованиях в рамках FTN отли-
чаются от задач, решавшихся для приема в каналах с 
рассеянием, хотя задачи близки по сути.   

Итак, согласно работе Mazo, скорость передачи дан-
ных теоретически может быть повышена, по меньшей 
мере, на 24,7 % без потери асимптотической вероятно-
сти ошибки. Современные исследователи развивают эту 
точку зрения. Рассмотрим одно из теоретических на-
правление развития точки зрения Mazo на основе рабо-
ты [1]. 

Многопотоковая передача данных  
быстрее скорости Найквиста 

В работе [1] концепция Mazo по передаче сигналов 
быстрее скорости Найквиста распространяется на по-
следовательность импульсов, которые модулируют 
множество поднесущих. Авторы работы [1] называют 
этот метод  двумерной FTN передачей или многопотоко-
вой FTN (multistream FTN (MFTN)). Обработка сигналов 
MFTN подобна обработке при OFDM передаче, но под-
каналы не являются ортогональными. Несмотря на не-
ортогональные импульсы и поднесущие, метод достига-
ет вероятности ошибки, соответствующей OFDM при 
поимпульсном приеме, причем, согласно данным авто-
ров работы [1], метод позволяет сделать это в половине 
полосы обычной OFDM системы.  

Итак, предполагается, что базовые (baseband) сигна-
лы, переносящие двоичные данные, определяются со-
отношением  

( ) 2 ( )s n
n

s t E T a h t nT  , (11) 

где na  – величины данных из алфавита объемом М , 
h(t) – базовый импульс с единичной энергией. Эта про-
стая форма лежит в основе QAM, TCM и поднесущих 
системы с OFDM, а также многих других систем связи. В 
этих системах h(t) представляет собой T – ортогональ-
ный импульс, что означает, что корреляция 

( ) ( )h t nT h t mT dt   является нулевой для m n . В 

1975 году Mazo [3] отметил, что двоичные импульсы 
sinc( )t / T  в сигнале (11) могут быть посланы каждые T  

секунд, T T  , без потери в асимптотической вероят-
ности ошибки. Он назвал это FTN передачей, потому что 
импульсы передаются быстрее, чем допускается преде-
лом Найквиста для ортогональных импульсов. 

Рассматриваемая работа [1] расширяет концепцию 
FTN в частотную область. Это расширение во второе 
измерение открывает ряд привлекательных возможно-
стей. Многие сигналы вида (11) компонуются по частоте 
через модуляцию набора несущих с частотами 0 { }kf f  
для формирования синфазного и квадратурного (I/Q) 
сигналов, определяемых вещественной частью сигнала 
s(t), задаваемого соотношением 

0

1 1
2 ( )

, ,
0 0

2
( ) [ ] ( ) k

K N
i f f tI Qs

k n k n
k n

Es t a ja h t nT e
T


 



 

   . (12) 

Сигнал s(t) представляет собой суперпозицию 2K ли-
нейно модулированных несущих, и несет в себе 2NK 
величин данных. Матрица ,A { }k na  размером K N  

является матрицей данных и состоит из комплексных 

данных , , ,
QI

k n k n k na a ja  . K строк этой матрицы соот-

ветствуют поднесущим, а N столбцов – временным по-
зициям импульсов. Если kf kf , 0, 1, ..., 1k K   и 

f  равно удвоенной односторонней ширине спектра 

импульса ( )h t , то 2K несущих сигналов являются орто-

гональными. Если при этом импульсы ( )h t  ортогональны 
во времени, то все NK импульсов являются взаимно 
ортогональными. В системах OFDM ( )h t  обычно пред-
ставляет собой прямоугольный импульс длительностью 
T, поднесущие же, разделенные интервалом 1/T, орто-
гональны по частоте, в результате все импульсы явля-
ются взаимно ортогональными. 

Построение сигналов в случаях sinc и OFDM, таким 
образом, базируется на их ортогональности. Согласно 
теории, существует порядка 2W  ортогональных сигна-
лов в интервале W по частоте и интервале   по време-
ни. Значения данных, модулирующих эти ортогональные 
сигналы, могут быть независимо максимально правдо-
подобно продетектированы, и поэтому порядка 2W  
символов могут быть, таким образом, переданы. Возь-

мем для примера импульс ( ) 1 sinc( )h t T t / T  и опре-
делим время и полосу сигнала вида (12) некоторым об-
щепринятым методом (таким, как полоса по уровню 99% 
мощности). Тогда при увеличении K и N / N T  , 
W Kf K T  , и произведение 2W  стремится к ве-

личине 2( )( ) 2K T NT KN , так что соотношение (2) 
несет столько же значений данных для больших величин 
NK, как любая схема, основанная на ортогональности. 
Подобный результат получается, когда h(t) имеет и дру-
гую форму, а именно, форму импульса со спектром типа 
корня из приподнятого косинуса. Для заданного числа 
символов, переносимых сигналом (12), интервал Т мож-
но изменять. При этом W будет обмениваться на  . N 
также может быть обменена на K, и произведение вре-
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мя-полоса в этом случае не затрагивается. То есть сиг-
нал (12) всегда переносит порядка 2W  символов. 

Если цель состоит в достижении вероятности ошибки 
для сформированной ортогонально-сигнальной системы 
(12) без обязательного использования ортогональных 
сигналов, то ситуация становится более сложной. При-
мем за вероятность ошибки вероятность ошибки прием-
ника максимально правдоподобной последовательной 
оценки (maximum likelihood sequence estimation (MLSE)), 
когда h(t) подставляется в (11) вместе с аддитивным 
белым гауссовским шумом со спектральной плотностью 
мощности 0 2N  в канале. При повышении отношения 

сигнал/шум 0bE N вероятность неверного детектирова-

ния na  составляет асимптотически 2
min 0~Q(e bP d E N , 

где mind представляет собой минимальное эвклидово 

расстояние набора сигналов и min MFd d . Здесь 

2logb sE E M , sE  – средняя энергия символа и MFd  – 
граничное эвклидово расстояние согласованного фильтра 
для используемого алфавита данных. Расстояние MFd  
характеризует качество простой передачи ортогональны-
ми символами с противоположными величинами данных. 
Ниже будет рассматриваться двоичный случай, для кото-

рого 2 2MFd  , так что целевая вероятность ошибки для 
ортогональных импульсов определяется согласно вели-
чине 0( )bQ E N . Если K I/Q сигналов (12) не перекры-

ваются по частоте, то та же самая асимптотическая веро-
ятность ошибки применима и в этом случае. 

Для достижения большей спектральной эффективно-
сти при той же bE  и вероятности ошибки, FTN сигналы 

должны использовать меньшую полосу частот. Рассмот-
рим вопрос требуемой полосы частот более подробно. 
При независимых и одинаково распределенных (IID) 
символах данных спектральная плотность мощности k-й 
поднесущей ( )kS f  пропорциональна величине 

2 2
0 0( ) ( )H f kf f H f kf f      , 0, ..., 1k K  , 

где H(f) является преобразованием Фурье от h(t). При  
К поднесущих полная спектральная плотность мощности 
удовлетворяет соотношению (для положительных час-
тот)  

1 1
2

0
0 0

0

( ) ( ) ( )
K K

k
k k

S f S f H f kf f

f Kf

 


 



   



  , (13)  

Нормированное произведение время-полоса (norma-
lized time–bandwidth product (NTB)) для такой передачи 
равно 

2
/

WT
NTB Гц с бит

RK
   (14) 

где W – ширина полосы для положительных частот со-
гласно соотношению (13), T T   – действительная дли-
тельность символа и R – число бит, переносимых каж-
дым символом поднесущей. Каждая поднесущая пере-
носит 2 /R T  бит/с, считая I и Q. Для одной поднесу-
щей, согласно уравнению (1), W есть базовая полоса 

H(f). Величина NTB является мерой произведения вре-
мя-полоса на один бит. Простое временное масштаби-
рование s(t) не влияет на NTB, так как спектр соответст-
венно масштабируется на обратную величину. Посколь-
ку T  уменьшается для неизменной формы h(t), то FTN 
сигнал начинает передаваться быстрее и его NTB сни-
жается. В случае базового сигнала с одной несущей 
полная спектральная плотность мощности представляет 

собой 2( )H f  с полосой W, и если T  уменьшается, то 

символьно-нормализованный спектр и NTB также сни-
жаются, но импульсы приходят чаще. Это эквивалентно 
фиксированной величине T и соответствующему мас-
штабированию в сторону увеличения длительности им-
пульса h с коэффициентом /T T . Это сужает полосу 
частот и снижает NTB точно таким же образом. В любом 
случае, произведение время-частота на бит данных ста-
новится меньше. При K поднесущих вычисления более 
сложны, но результат получается тот же самый.  

В статье Mazo [3] в результате рассмотрения систе-
мы с одной поднесущей и двоичными sinc(·) импульсами 
получен удивительный результат, состоящий в том, что 

2
mind  фактически равно 2 2MFd   для 0 802.T T  , и 

никакой потери асимптотической вероятности ошибки 
при увеличении символьной скорости на 24.7% выше 
предела Найквиста и снижении NTB c 1 Гц×с/бит до 
0.802 нет. При этом, однако, в принципе требуется пол-
ное MLSE детектирование, при котором сравниваются 
сигналы всех N символов с полной принятой смесью 

сигнала и шума. Причина такого поведения 2
mind  может 

быть видна из анализа событий ошибок, которые могут 
произойти при уменьшении T и росте скорости следо-
вания импульсов. В этом случае другие ошибки, в конеч-
ном счете, имеют место при расстоянии между последо-
вательностями меньше, чем d2 = 2 для противополож-
ных сигналов, которые ведут к MFd . Но эти ошибки не 
случаются немедленно и могут быть редким событием. 

Более поздние исследования показали, что подоб-
ный феномен (сохранение асимптотической вероятности 
ошибки) имеет место и при других ортогональных h(t), 
наряду с sinc, импульсах [5], [6]. Для импульсов с харак-
теристикой типа корня из приподнятого косинуса и избы-
точной полосой 30 %, например, T может иметь вели-

чину 0.703Т. Существует меньшее T  и для гауссовских 

импульсов, которые неортогональны для любых T. Бо-
лее того, такой предел появляется и при небинарной 
передаче с предварительным кодированием и с линей-
ной кодовой модуляцией, основанной на жесткой фильт-
рации [6], [7]. Все эти случаи могут быть подытожены 
следующим образом: вероятность ошибок линейной пе-
редачи сигналов вида (11) остается неизменной при су-
жении нормализованного спектра до некоторой доста-
точно узкой полосы, после которой вероятность ошибок 
резко возрастает. 

Неизменность асимптотической вероятности ошибок 
наблюдается, несмотря на возрастающую МСИ. Порог 
сужения нормированного спектра и соответствующей 
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ему полосы частот авторы работы [1] назвали пределом 
Mazo. Его значение состоит в том, что он показывает, 
при каких условиях оказывается нецелесообразным пе-
редавать сигналы в широком диапазоне частот в линей-
ном канале с белым шумом, и можно передавать сигна-
лы в более узкой полосе, если, правда, при этом воз-
можна необходимая для этого обработка сигнала на 
приемной стороне.  В развитие темы FTN была предло-
жена так называемая многопотоковая FTN передача, то 
есть FTN передача со многими несущими.  

Идея многопотоковой FTN передачи введена в рабо-
те [8]. MFTN передачу полезно представить как двумер-
ную передачу, при которой символы могут быть ассо-
циированы с точками решетки на плоскости частота-
время, расположенными через интервалы f  и T . Это 
проиллюстрировано на рис. 2.  

 
Рис. 2.  Двумерная передача согласно Mazo  

во времени и по частоте. Точки отображают символы,  
отстоящие друг от друга на f  и T  

Импульсы располагаются в каждом узле решетки. В 
работе [8] приводятся примеры того, что одновременное 
частотное и временное сжатие может увеличить число 
символов, переданных в заданной области время-
частота, при той же вероятности ошибки eP . Одномер-
ное сжатие не обеспечивает такого увеличения. 

Какая полная область время-частота занимается пе-
редачей? К этому вопросу может быть несколько подхо-
дов. Спектральные и временные боковые лепестки ин-
терферируют с сигналами соседних пользователей по 
частоте и времени. Для средних величин произведений 
NK (для пакета, скажем, в 100-10000 бит) боковые лепе-
стки дают значительный относительный вклад. В статье 
[1] N и K полагаются достаточно большими, так что бо-
ковые лепестки относительно малы. Площадь решетки 
составляет порядка NKf T  Гц×с, и NTB стремится к 

f T  Гц×с/бит. Отношение N и K может быт изменено 
как угодно до тех пор, пока N и K дают то же произведе-
ние. Для случая бинарного ортогонального сигнала 
sinc(t/T) получается 1 /f T  , TT  , и NTB равно 

1f T    Гц×с/бит. Это значение обеспечивает полез-
ную опорную точку для других импульсов и систем. Так 
как изменение только величины T не меняет NTB (при 
изменении T можно изменить f  и вернуть значение 
NTB), то можно принять Т=1. 

Когда f  становится меньше, чем полоса модулиро-
ванной поднесущей, то взаимосвязи сигнала, которые 

обуславливают величину mind , работают по новому, и 
структура эвклидова расстояния становится меняющей-
ся во времени. Аналитические результаты известны 
только в специальных случаях [9], [10]. Нахождение 

mind в этой новой ситуации сложно, но возможно. Изу-
чение эвклидова расстояния для сигналов с различными 
импульсами h(t) показывает, что 2

min 2d   может иметь 
место и при 0,5 Гц×с/бит, то есть при половине опорной 
величины fΔTΔ = 1 Гц×с/бит, соответствующей  импуль-
сам вида sinc.  

На рис. 3 и 4 [1] приведены результаты поиска  ком-
бинаций fΔ и TΔ (предела Mazo), которые имеют наи-
меньшее произведение для импульсов с характеристи-
кой типа корня из приподнятого косинуса (root RC) и га-
уссовских импульсов. Из рисунков видно, какой предел 
Mazo может быть достигнут при выбранной форме им-
пульсов и разных скоростях передачи, выше скорости 
Найквиста. Квадрат оцененного минимального расстоя-
ния всех комбинаций равен 2. 

 
Рис. 3. Оценки позиций двумерного предела Mazo  

для двоичной гауссовскими импульсами 

На рис. 3 приведен случай гауссовского импульса 
2 2 2( ) 1 2 exp( 2 )h t t   , нормализованного к 

2 20,399  . Штриховые линии показывают предел для 
противоположных импульсных последовательностей, 
задержанных на половину длительности символа отно-
сительно друг друга. Точечные графики представляют 
контуры постоянных f T  . Минимальное расстояние 
ищется здесь по всем временам старта в событиях оши-
бок. Перекрывающиеся кривые показывают траекторию 
для каждого семейства критических событий. Рассмот-
рим траекторию для одной критической последователь-

ности ошибок с расстоянием 2d . Так как T  уменьшает-

ся, то f , чтобы сохранить d2 =2, возрастает, создавая 

обычно выпуклую  взаимосвязь f  и T . В конце кон-
цов, одно только временное сжатие не позволяет полу-

чить 2 2d   ни при каком значении f , и в результате 
получается горизонтальный участок. В верхней левой 
выпуклой части T  велико, и получается, что ни какая 

f  не приводит к 2 2d  . Этот участок просто останав-
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ливается при некотором f∆
□,T∆

□ (квадратные знаки отме-
чают две таких точки на рис. 3). Если эта часть траекто-
рии есть окончательный предел Mazo, то при T∆=T∆

□ 
предел Mazo должен сдвигаться горизонтально на сле-
дующее значение произведения.  

Отметим, что h(t) здесь не ортогональны ни при ка-
ком T, и гауссовский импульс имеет важные особенности 
в тех случаях, когда важны одновременно и временные 
и частотные боковые лепестки [11].  

На рис. 4 построены несинхронные пределы Mazo 
для импульсов с характеристиками корня из приподнято-
го косинуса с 10 % и 30 % избыточными полосами и слу-
чая, когда альтернативные последовательности импуль-
сов задержаны на TΔ/2 для импульсов с 10 % избыточ-
ной полосой (штриховая линия). Штриховые линии пока-
зывают предел для противоположных импульсных по-
следовательностей с 10 % избыточной полосой, задер-
жанных на половину длительности символа относитель-
но друг друга. Точечные графики представляют контуры 
постоянных fΔTΔ. 

 
Рис.4. Оценки позиций двумерного предела Mazo  

для несинхронной двоичной передачи импульсами корня 
из приподнятого косинуса с избыточной полосой 10 % и 30 %. 

Поиск снова велся по всем стартовым моментам вре-
мени в событиях ошибок. Из рисунка можно видеть, что 
наименьшее произведение для импульсов c 30 % избы-
точной полосой составляет порядка 0,60 при  
(fΔ ≈ 0,67, TΔ ≈ 0,88); для импульсов с 10% избыточной 
полосой оно улучшается до произведения 0,556 при  
(fΔ = 0,660, TΔ = 0,843). Задержки улучшают случай 10% 
избыточной полосы до 0,534 при (fΔ ≈0,66, TΔ ≈ 0,80); 
импульс с 30 % избыточной полосой задержками улуч-
шается аналогично. Эти величины произведений явля-
ются очень хорошими, но авторы нашли некоторые син-
хронные случаи для 10 % избыточной полосы с TΔ в 
диапазоне 0,78–0,9, для которых fΔTΔ = 1/2. Это пред-
ставляет собой удвоение спектральной эффективности 
опорного sinc случая и OFDM.   

Квадрат оцененного минимального расстояния всех 
комбинаций равен 2.  

Из приведенных результатов следует, что теоретиче-
ски, по сравнению с системой с OFDM, спектрально-
временная эффективность может быть повышена в  
1,5-2 раза. Но, разумеется, необходимы возможности 
реализации полученных пределов повышения спек-
тральной эффективности и скорости передачи данных. 

Рассмотрим возможности реализации полученных 
пределов повышения спектральной эффективности и 
скорости передачи данных, следуя работе [1].  
Детектирование в системах  
со сверточным кодированием 

Детектирование переданных MFTN сигналов являет-
ся трудной задачей. Понятно, что могут быть использо-
ваны методы пониженной сложности, и, чтобы избежать 
простого обмена сокращения полосы на более высокую 
энергию символа, приемник должен достичь по существу 
качества полного MLSE. Методы детектирования с по-
ниженной сложностью появились в работах [12 - 15], но 
все они работают с качеством, далеким до MLSE, чтобы 
полностью использовать возможность сокращения поло-
сы. В [8] рассмотрен простой M-алгоритм, но оказывает-
ся, что метод работает только для 2-4 поднесущих. В 
[16] предложен усовершенствованный итерационный 
детектор. BER для детекторов при высоком отношении 
сигнал шум близко соответствует основному соотноше-

нию 2
min 0~Q(e bP d E N . Сложность, однако, остается 

значительной.  
Детектирование становится намного более простым, 

если с системой MFTN используется перемежитель и 
внешний код. В результате получается более практичная 
система MFTN. Рассмотрим такую систему более под-
робно. В качестве внешнего кода используется сверточ-
ный код со скоростью 1/2. Такие коды при небольшой 
памяти имеют кодовый выигрыш 4 -5 дБ. Так же как сис-
тема без кодирования могла сохранять свою BER до 
некоторого критического произведения fΔTΔ , система с 
каскадным кодом может сохранить кодовый выигрыш 
внешнего кода до другого произведения fΔTΔ. В резуль-
тате может оказаться, что это критическое произведение 
стало меньше, чем для системы без кодирования. Таким 
образом, потенциал MFTN возрастает для систем c ко-
дированием. Каскадное кодирование для двумерных 
МСИ каналов исследовалось, например, в работах [17 – 
19], но не с MFTN-индуцированной МСИ.  

В работе [1] рассматривается модель системы, кото-
рая включает в себя последовательность: Сверточный 
кодер → Перемежитель → Устройство отображения 
двоичных величин в K потоков → MFTN модулятор. Па-
мять сверточного кода равна ν. Последовательность из 
10000-ν IID информационных бит вначале кодируется с 
помощью сверточного кода; это генерирует кодовое сло-
во v длиной 20000, которое перемешивается для полу-
чения v . Далее следует отображение lv , 1lv   в один 

символ 1, { }k na j   , где k и n найдены из l с помощью 

заранее определенной схемы. Переданный сигнал s(t) 
формируется согласно (12) из последовательности сим-
волов a ; далее в работе используются 20 поднесущих, 
то есть K=20 и, таким образом N=500. Тест проводился 
и с меньшим числом поднесущих. Когда их число воз-
растает, то BER в общем ухудшается. Но при 5-8 подне-
сущих наступает насыщение BER, то есть BER для K=10 
практически идентична BER для K=20, которая пред-
ставлена здесь. Поэтому можно быть уверенными, что 
BER не меняется, если используется много поднесущих, 
например K=64 или 256. 



Цифровая Обработка Сигналов №4/2013 

 
 

61 

Благодаря наличию перемежителя, возможно прямое 
итерационное детектирование, соответствующая блок-
схема приведена на рис. 5.  

 
Рис.5. Блок-схема итерационного детектирования  

кодированной MFTN. На схеме r(t) – принимаемый сигнал,  
c.c.-BCJR – BCJR для сверточного кода. 

Для детектирования необходимы два детектора с 
мягким входом и мягким выходом, один для сверточного 
кодера и один для передающей системы MFTN, которая 
совместно с устройством отображения (mapper) рас-
сматривается как внутренний кодер. Далее детектор для 
системы MFTN называется просто детектором, а внеш-
ний детектор рассматривается как декодер. Стандарт-
ный полный алгоритм BCJR [20] будет использоваться 
как декодер для сверточного кода, но детектор MFTN не 
является стандартным. Если желательно оптимальное 
детектирование, то сложность увеличивается, и здесь 
также требуется метод с пониженной сложностью. 

Рассмотрим структуру MFTN детектора. Базовое 
представление сигнала (12) имеет вид 

2
,( ) ( ) j tf

bb k n
n k

ks t a h t nT e 
  .  (15) 

Детектор принимает зашумленный сигнал 
( ) ( ) ( )bbr t s t n t  , где n(t) – комплексный белый гаус-

совский шум. Первый шаг в приемнике состоит в том, 
чтобы спроецировать r(t) на базовые функции 

2( ) j tfkh t nT e 
 , то есть вычислить  

2
, ( ) ( ) j tf

k n kR r t h t nT e dt







  . (16) 

Элементы nkR , формируют матрицу R, которая на 

практике может быть эффективно реализована банком 
согласованных фильтров со скоростью отсчетов 1 / T . 

Матрица R представляет собой достаточную статистику 
для оценивания ,{ }k na , и в последующем R называется 

просто принятым сигналом. С учетом этого можно запи-
сать R = S +N. Часть S величины R равна   

2 ( )
, ,

,
( ) ( )j t l k f

k n l m
m l

S a h t mT e h t nT dt


 
 



   . (17) 

Шумовая матрица N определяется соотношением 

2
, ( ) ( ) j tf

k n kN n t h t nT e dt







  .  (18) 

Переменные nkN ,  не являются белыми.  

Цель детектора состоит в максимизации апостериор-
ной вероятности (АРР) индивидуального бита, то есть 
оценка бита равна  

, ,{ 1,1}
ˆ ˆarg max Pr( | RI Q I Q

k n k na
a a a

 
  .  (19) 

Надстрочный индекс I/Q означает “I соответственно 

Q”. Когда этот индекс опущен, то мы имеем в виду ком-
плексное a . Вместо работы с вероятностями удобнее 
работать с логарифмами отношения правдоподобия 
(LLR) 

,
,

,

Pr{ 1}
( ) log

Pr{ 1}

I Q
k nI Q

k n I Q
k n

a
L a

a



 

. (20) 

Из ,( )I Q
k nL a  можно непосредственно найти LLRs 

( )lL v . Поскольку символы данных независимы, то мож-

но, как обычно, выразить условный LLR ,( | )RI Q
k nL a  как  

, , ,( | ) ( | ) ( )R RI Q I Q I Q
k n ext k n k nL a L a L a  , (21) 

где ,( | )RI Q
ext k nL a  означает внешнюю (extrinsic) информа-

цию об ,
I Q
k na , содержащуюся в R. 

Достоверные апостериорные вероятности (APPs) бит 
данных могут быть найдены с помощью многомерного 
алгоритма BCJR [20], но его сложность растет экспонен-
циально с K, и APPs должны быть аппроксимированы 
более простыми значениями. Детектор будет, таким об-
разом, рассматривать только часть символов одновре-
менно. Остальное будет действовать как шум. Символы 

,{ }k na  сгруппированы в две группы, decA  и intA . Сим-

волы в decA  предлагается декодировать сразу, а те, что 

в intA , действуют как шум. Переданные базовые сигна-

лы ( )bbs t  могут быть выражены как 

dec int( ) ( ) ( )bbs t s t s t  , где dec ( )s t  и int ( )s t  являются 

составляющими от символов из decA  и intA соответст-
венно. Детектор будет основываться на последователь-
ном подавлении интерференции [21]. Во время декоди-
рования сигнала dec ( )s t  мягкая оценка intˆ ( )s t  сигнала 

int ( )s t  формируется на основе мягкой информации обо 

всех символах в intA :  

2
int ,ˆ ( ) ( ) j tfI Q

k n
B

ks t b h t nT e 
   (22) 

где , int{( , ) : }Ak nB k n a   и ,
I Q
k nb  есть мягкие оценки 

,
I Q
k na , определяемые соотношением  

, , ,

,

Pr{ 1} Pr{ 1}
1tanh[ ( | )].
2

R

I Q I Q I Q
k n k n k n

I Q
ext k n

b a a

L a

    


  

Далее intˆ ( )s t проецируется на базовые функции, с 

проекциями, обозначенными как int
ˆ ( )S A . Окончательно, 

оцениваемый принятый сигнал при детектировании сим-
волов в decA формируется как  

dec int
ˆˆ ( ) ( )R A R S A  . (23) 

Совместно с внешней информацией 

, dec
ˆ( | ( ))R AI Q

ext k nL a  о символах ,
I Q
k na в decA  сигнал 

dec
ˆ ( )R A  передается в алгоритм детектирования.  

Если dec ,{ , , }A k na n k   и int 0A  , то снижения 
сложности нет вообще. Мы будем рассматривать только 
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часть dec ,{ , }A k na n  , то есть все символы несущей 

k  . Для этого сектора dec ( )s t  может рассматриваться 
как сигнал с одной несущей, основанный на веществен-
ной форме импульсов h(t). Из этого следует, что его ве-
щественная и мнимая части могут быть продетектирова-
ны независимо, и это есть, таким образом, вопрос детек-
тирования двоичных символов в канале с ISI и AWGN. 
Если детектор использует L ISI отводов как достаточные, 
то сложность полного BCJR составляет 2L. В рассматри-
ваемой работе полный алгоритм BCJR будет использо-
ван при L≤5 и, таким образом, там не больше 32 состоя-
ний в детекторе BCJR. Остается еще одна техническая 
деталь. Классический детектор BCJR пред-назначен для 
работы в условиях белого шума, которого в данном слу-
чае нет. Поскольку h(t) имеет большую длительность, 
теоретически бесконечную, то обеление выходных сиг-
налов дискретных согласованных фильтров является 
сложной задачей. Однако алгоритм, эквивалентный 
BCJR, который работает непосредственно по отсчетам с 
выхода согласованного фильтра, был выведен в [22]. 
Этот алгоритм предполагает окрашенный шум и не яв-
ляется в точности BCJR, но он имеет такой же выход, 
как точный BCJR, работающий по обеленной версии R, и 
мы будем использовать его как BCJR. 

Структура внутренней части детектора MFTN (рис. 5) 
для поднесущей k   показана на рис. 6.  

 
Рис.6.  MFTN детектор для поднесущей k  .  

Несколько слов по части dec ,{ , }A k na n  . Если  

TΔ = T, то ISI отсутствует, и BCJR на рис. 7 становится 
бессмысленным, поскольку там нет зависимости по каж-
дому каналу в сигнале dec

ˆ ( )R A . Если TΔ близко к 1, 

fΔ<<1, то там есть некоторая ISI, но ICI при этом много 
сильнее. В этом случае имеет больше смысла использо-
вать часть dec ,{ , }A k na k  , то есть разрушать только 

ICI. Для fΔ и TΔ примерно одинаковой величины могут 
быть использованы гибридные методы. Некоторые ите-
рации могут использовать dec ,{ , }A k na n  , а некото-

рые – dec ,{ , }A k na k  .  

Рассмотрим результаты моделирования приемника. 
В качестве внешнего кода был взят (7,5) сверточный код, 
а в качестве h(t) – импульс с характеристикой типа корня 
из приподнятого косинуса с 30% избыточной полосой. 
Число итераций приемника ограничено 7. В каждом тес-
те приемника было продетектировано 1000 блоков по 
10000 информационных бит.  

На рис. 7 приведены результаты тестирования для 
трех комбинаций параметров: fΔ = 1,174, TΔ = 0,46 (про-
изведение равно 0,54), fΔ =0,5682, TΔ =.88 (произведение 
равно 0,5) и fΔ = 0,75, TΔ = 0,60, (произведение равно 
0,45). На рисунке показаны характеристики для сверточ-
ного кода и канала без МСИ.  

 
Рис.7.  Результаты моделирования приемника  

для кодированной MFTN.  

Как видно из рисунка, при высоком Eb/N0 передаю-
щие системы MFTN с кодированием фактически в со-
стоянии поддержать полный кодовый выигрыш внешнего 
кода, при значительно меньшей полосе. Подобное явле-
ние часто наблюдается при турбовыравнивании. Если 
сжатие достаточно сильное, вызывающее значительные 
ISI/ICI, то система отходит от качества внешнего кода. 
Но, в конце концов, она достигнет его, если TΔ достаточ-
но велико. Из рисунка видно, что система с наименьшим 
произведением fΔTΔ =0,45 не сошлась к качеству внеш-
него кода. Это может быть результатом плохо выбран-
ных параметров TΔ и fΔ, а не слишком маленького произ-
ведения fΔTΔ. 

Чтобы посмотреть, какие системы будут сходиться 
при практических значениях Eb/N0, существует сильное 
средство – Extrinsic Information Transfer (EXIT) charts. 
Хотя их обоснованность открыта для дискуссии, и они не 
совершенны в случае конечной длины блоков и неиде-
альных перемежителей, они быстро дают понимание 
механизма итерационной сходимости. В нашем случае 
шум фактически не является гауссовским, из-за интер-
ференции от неидеального int

ˆ ( )S A , и это слегка ухуд-
шает EXIT charts. EXIT charts не использовались, когда 
определяли, какие комбинации fΔ и TΔ дают полный ко-
довый выигрыш. Это основывается исключительно на 
тестах приемника. 

Будем считать, что система MFTN достигает полного 
кодового выигрыша, если кодированная система MFTN 
требует не больше 0.5 дБ дополнительной мощности по 
сравнению со сверточным кодом и каналом без МСИ для 

достижения BER 55 10 . Определение иллюстрируется 
на рис. 8. Кодированные системы MFTN, которые прохо-
дят через область полного выигрыша, считаются дости-
гающими полного кодового выигрыша. 

Сейчас можно прямо выделить комбинации парамет-
ров и найти, где присутствует полный кодовый выигрыш. 
На рис.8 показаны комбинации fΔ and TΔ, которые позво-
ляют получить полный кодовый выигрыш для сверточ-
ных кодов (7,5) и (74,54), где значки × соответствуют 
коду (7,5), а значки ○ – коду (74,54).  
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Рис.8. Предел Mazo для кодированной MFTN. Линии,  
отмеченные × и ○, соответствуют (7,5) и (74,54)  

сверточным кодам 

Рисунок применим только к размеру блока и итера-
циям, принятым выше. Большее число итераций может 
несколько улучшить результаты. Полный перебор fΔ и 
TΔ, конечно, трудно разрешимая задача. Тестирование 
по fΔ проводилось с шагом 0.01. Если полный кодовый 
выигрыш присутствует для некоторого TΔ = x и fΔ = y, но 
не для TΔ = x and fΔ = y−.01, то точка (x, y) строится на 
рис. 8. Точечные линии показывают постоянные величи-
ны произведений fΔTΔ = 0,4; 0,45; 0,5; 0,55 при разных 
значениях TΔ и, соответственно, fΔ. Наименьшее произ-
ведение с полным кодовым выигрышем получается для 
обоих кодов при TΔ = 0,79, равное fΔTΔ ≈ 0,43 и 0,455 
соответственно для кодов (7,5) и (74,54). Таким образом, 
может быть получено до ≈ 55% уменьшения полосы без 
потери BER.  

В итерационном процессе детектирования было до-
пущено только 7 итераций. Декодером внешнего кода 
является BCJR полной сложности. Для кодов (7,5) и 
(74,54) это приводит к 4 и 8 состояниям соответственно. 
Сложность по состояниям детектора MFTN была ограни-
чена 32 состояниями, хотя число состояний может быть 
уменьшено для TΔ близкого к 1. В общем, один декодер 
BCJR с четырьмя состояниями и один декодер BCJR c 
32 состояниями необходимо применить 7 раз. 

По результатам рассмотрения рисунков можно сде-
лать три замечания. Первое, рис. 8 применим к некото-
рому типу турбоприемника. Произведение fΔTΔ может 
быть меньше, чем для приемника с детектором MLSE 
или приемника, который преодолевает ICI и ISI по от-
дельности. Второе, спектральная эффективность (bit 
rate/Hz) не зависит от базового импульса h(t). Она зави-
сит исключительно от fΔ, TΔ и скорости внешне кода. Это 
делает импульс h(t) одним из параметров для оптимиза-
ции. Он должен быть выбран так, чтобы полный кодовый 
выигрыш мог быть достигнут при наименьшем произве-
дении fΔTΔ. Как выполнить эту оптимизацию, остается 
открытой проблемой. И третье, по результатам наблю-
дения сигналов можно видеть, что сигналы MFTN, как 
большинство сигналов, сжатых по частоте, имеют более 
высокий PAPR, чем сигналы Найквиста. Как это отноше-
ние сравнивается с PAPR других методов, должно быть 
изучено отдельно. 

Заключение 

По результатам проведенного анализа можно ска-
зать, что идея временного сжатия для передачи быстрее 
Найквиста может быть применена в то же самое время в 
области несущих частот для достижения двойного ко-
эффициента использования пространства передачи по 
сравнению с OFDM при той же энергии сигналов и веро-
ятности ошибок.  В рассмотренной работе предел Mazo 
в общих чертах охарактеризован для многопотоковой 
передачи гауссовских импульсов и импульсов с характе-
ристикой типа корня из приподнятого косинуса, найдены 
наименьшие произведения частотно-временного сжатия, 
которые обеспечивают заданные вероятности ошибки 
для противоположных сигналов. Синхронизм интервалов 
повторения и частот поднесущих, а также задержки им-
пульсов в разных потоках могут улучшить это произве-
дение. В рассматриваемых работах было исследовано 
совместное использование сверточных кодов и MFTN. 
По результатам моделирования итерационный приемник  
продолжал обеспечивать вероятность ошибок, соответ-
ствующую сверточному кодированию и ортогональному 
мультиплексированию, даже при сильном сжатии. Мож-
но утверждать, что многопотоковая передача быстрее 
Найквиста показала обнадеживающие результаты и 
возможность использования в качестве практического 
метода передачи, сберегающего частотные ресурсы.   

Следует заметить, что технология FTN в настоящее 
время рассматривается рядом компаний и стандартизи-
рую-щих организаций в качестве основы для разработки 
нового стандарта подвижной радиосвязи 5G. Это объясня-
ется ее чрезвычайно высокой спектральной эффективно-
стью. 
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SOME ISSUES OF COMMUNICATION 
SYSTEMS SPECTRAL EFFICIENCY 
INCREASING: NONORTHOGONAL 
TRANSMISSION 
Bakulin M.G, Kreindelin V.B., Shumov A.P. 

Extension of Mazo’s concept of faster-than-Nyquist 
(FTN) signaling to pulse trains that modulate a bank of 
subcarriers is considered. This method corresponds to two 
dimensional FTN signaling. The signal processing is similar 
to orthogonal frequency division multiplex (OFDM) 
transmission but the subchannels are not orthogonal. De-
spite nonorthogonal pulses and subcarriers, the method 
achieves the isolated-pulse error performance and it does so 
in as little as half the bandwidth of ordinary OFDM. 
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Предлагается алгоритм оценки частоты основного тона ре-
чевого сигнала в условиях помех. Разработанный алгоритм мо-
жет использоваться при разработке систем идентификации че-
ловека по голосу. Приводятся результаты исследований, под-
тверждающие эффективность предложенного алгоритма. 

УДК 621.39 

МЕТОД ОЦЕНКИ ЧАСТОТЫ ОСНОВНОГО ТОНА В УСЛОВИЯХ ПОМЕХ 

Гай В.Е., к.т.н., доцент кафедры «Вычислительные системы и технологии» Нижегородского  
государственного университета им. Р.Е. Алексеева, e-mail: iamuser@inbox.ru 

 
Ключевые слова: идентификация диктора, 

речевой сигнал, частота основного тона, теория 
активного восприятия, помехи, оценка частоты.  
Введение 

Оценка частоты голоса – одна из основных 
задач цифровой обработки речевых сигналов. Результа-
ты её решения используются при распознавании и сжа-
тии речи, идентификации / верификации диктора и т.д. 
Алгоритмы вычисления частоты основного тона нашли 
своё применение при настройке музыкальных инстру-
ментов, создании нотной записи и классификации музы-
кальных произведений. 

Методы, предназначенные для решения данной за-
дачи, анализируют звуковой сигнал в частотной и вре-
менной областях. Во временной области оценка частоты 
осуществляется по количеству пересечений сигналом 
нулевого уровня [2], по автокорреляционной функции [3, 
4], по функции среднего значения разности амплитуд [5]. 
Алгоритмы, обрабатывающие данные в частотной об-
ласти, анализируют гармоники спектра [6], используют 
кепстральный анализ [7]. В [8] рассматривается подход к 
оценке частоты основного тона, выполняющий одновре-
менную обработку сигнала в частотной и временной об-
ластях. 

Предлагаемый метод, в качестве базиса, использует 
теорию активного восприятия (ТАВ), которая была пред-
ложена профессором В. А. Утробиным [9]. В рамках ТАВ 
звуковой сигнал рассматривается как системное образо-
вание. Для обнаружения системных элементов использу-
ется интегральное преобразование, а для выявления свя-
зей между элементами – пространственное дифференци-
рование. Результатом выявления дифференциальной 
структуры является спектральное описание сигнала. 

Теория активного восприятия не ограничивается 
только формированием спектрального представления 
сигнала. В ТАВ входит раздел «Алгебра групп», посвя-
щённый анализу зависимостей между спектральными 
коэффициентами разложения. Обнаруженные зависимо-
сти допускают своё использование на этапах принятия 
решения и понимания анализируемого звукового сигна-
ла [9]. Базовым преобразованием ТАВ является U-пре-
образование. 
U-преобразование 

Пусть f(t) – анализируемый звуковой сигнал, наблю-
даемый на конечном отрезке времени. Результат приме-
нения U-преобразования к сигналу f – многоуровневое 
(грубо-точное) спектральное представление D = {dij}, 

1,i K , 1, ij M , где K – число уровней разложения, 

Mi – количество сегментов сигнала на i-ом уровне раз-
ложения, dij – спектр, включающий L спектральных ко-
эффициентов (число используемых фильтров), dij{k} –  

k-ый спектральный коэффициент ( 1,k L ), fij – сегмент 
сигнала f, по которому вычислен спектр dij. 

Рассмотрим процесс вычисления двухуровневого  
U-представления тестового сигнала (сигнал включает 16 
отсчётов). 

Уровень 1. Интегрирование. Сигнал разбивается на 
четыре части, амплитуды отсчётов, отнесённые к каждой 
части, складываются (см. рис. 1, части отделены пункти-
ром). В результате генерируется массив сумм: S = {12, 
13, 8, 10}. 

 
Рис. 1. Интегрирование сигнала (уровень 1) 

Уровень 1. Дифференцирование. Применяя к масси-
ву сумм S фильтры, показанные на рис. 2, вычисляются 
значения спектральных коэффициентов. Для этого каж-
дый фильтр поэлементно умножается на массив сумм. 
Например, для второго фильтра в результате умноже-
ния будет сгенерирован следующий массив: S = {-12,  
-13, 8, 10}. Далее выполняют сложение элементов мас-
сива: (-12) + (-13) + 8 + 10 = -7. Результат сложения пред-
ставляет собой спектральный коэффициент (табл. 1). 

    
 фильтр № 1  фильтр № 2 

    
 фильтр № 3  фильтр № 4 

Рис. 2. Базисные функции 
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Таблица 1. Вычисление спектральных  
коэффициентов первого уровня 

Результат умножения Фильтр Спектральные 
коэффициенты 

12 13 8 10 № 1 43 
-12 -13 8 10 № 2 -7 
-12 13 8 -10 № 3 -1 
12 -13 8 -10 № 4 -3 

Уровень 2. Интегрирование. Сигнал разбивается на 
четыре сегмента, каждый сегмент разбивается на 4 час-
ти, вычисляется сумма отсчётов, которые относятся к 
каждой части (рис. 3). 

Уровень 2. Дифференцирование. С помощью фильт-
ров, приведённых на рис. 2 и результатов интегрирова-
ния, вычисляются значения спектральных коэффициен-
тов (табл. 2). 

 
Рис. 3. Интегрирование сигнала (уровень 2) 

Описанный способ вычисления U-преобразования 
может быть применён к звуковому сигналу произвольной 
длины. 

В приведенном примере для вычисления спектраль-
ного представления сигнала используется четыре 
фильтра. Однако для решения задачи оценки частоты 
основного тона требуется более тонкий анализ сигнала. 
В связи с этим, при построении спектрального представ-
ления сигнала будет использовано 16 фильтров (рис. 4). 

Таблица 2. Вычисление спектральных коэффициентов второго уровня 

Результат умножения Спектральные коэффициенты 
сегмент 1 сегмент 2 Фильтр сегмент 1 сегмент 2 

3 2 4 3 4 3 2 4 № 1 12 13 
-3 -2 4 3 -4 -3 2 4 № 2 2 -1 
-3 2 4 -3 -4 3 2 -4 № 3 0 -3 
3 -2 4 -3 4 -3 2 -4 № 4 2 -1 

сегмент 3 сегмент 4  сегмент 3 сегмент 4 
2 2 3 1 2 2 2 4 № 1 8 10 
-2 -2 3 1 -2 -2 2 4 № 2 0 2 
-2 2 3 -1 -2 2 2 -4 № 3 2 -2 
2 -2 3 -1 2 -2 2 -4 № 4 2 -2 

 

 
Рис. 4. Используемые фильтры 
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Огрубление спектрального представления 
Цель выполнения огрубления спектрального пред-

ставления – приведение значений спектральных коэф-
фициентов спектра к конечному, заранее заданному, 
набору амплитуд. Это позволяет достичь инвариантно-
сти получаемого разложения к амплитуде спектральных 
коэффициентов. Входные данные алгоритма формиро-
вания огрублённого представления C – спектральное 
представление D и степень огрубления k.  

Рассмотрим этапы выполнения алгоритма: 
1) формирование множества чисел T: {0, 1/k, 2/k, …, 

(k-1)/k, 1} (например, для k = 3 получим следующее 
множество: T = {0, 0.33, 0.66, 1}) и множества промежут-
ков W = {(0; 1/k), [1/k; 2/k), …, [(k-1)/k, 1]}, каждому из 

которых назначается номер 1,N k ; 
2) обработка спектрального представления D = {dij}: 

2.1) выбор максимального по абсолютной величине 
элемента спектра: 

 max ijP d , 1,i K , iMj ,1 ;  

2.2) умножение каждого элемента множества T на 
P (отклик нулевого фильтра не учитывается): 

i iT T P  , 1,i T ;  

Допустим, P = 23, тогда T = {0, 7.66, 15.33, 23}; 
2.3) огрубление спектрального коэффициента  ijd k : 

 
      

 

, если , ;

0, 0.
ij ij N N

ij
ij

sign d k N d k a b
c k

если d k

    
  

В приведённом правиле определяется промежуток 
((0; 7.66), [7.66, 15.33), [15.33, 23]), к которому относится 
k-ый спектральный коэффициент. Далее, в зависимости от 
полученного ответа, и с учётом знака коэффициента ( )ijd k  

рассматриваемому элементу ( )ijc k  огрублённого спектра 

присваивается одно из значений: -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3. 
На рис. 5 показан пример огрубления спектрального 

разложения синуса на 4 уровне (частота – 33 Гц, длина 
сигнала – 4 периода, P = 488). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Спектральное представление сигнала:  
а) исходное; б) огрублённое 

Определение ключевых сегментов 
 Разработанный алгоритм оценки частоты основного 

тона основан на использовании понятия «ключевой сег-
мент».  

Ключевой сегмент соответствует участку сигнала, на 
котором максимален отклик небольшого количества 
операторов (одного – двух). Это означает, что сегмент 

сигнала подходит под образ операторов, давших макси-
мальные отклики. На рис. 6 показан пример ключевого 
сегмента и вычисленного по нему спектра (нулевой ко-
эффициент спектра на рисунке не отображается, при 
построении спектра использовалось 16 фильтров). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 6. Анализ сигнала: а) ключевой сегмент; б) спектр 

Выбор ключевых сегментов сигнала f выполняется 
следующим образом: 

1) на основе U-преобразования вычисляется спек-
тральное представление D сигнала f (для получения 
представления сигнала используется только один уро-
вень разложения);  

2) формируется огрубленное представление C = {cij} 
спектрального представления D;  

3) анализируется каждый спектр сij огрублённого раз-
ложения C: если  t  [1; L] верно, что | cij(t) | ≤ k или 
| сij(t) |  l (k < l), то сегмент сигнала fij, по которому вы-
числен спектр dij, считается ключевым. 

Эксперимент показал, что анализ частоты повторе-
ния ключевых сегментов позволяет решить задачу оцен-
ки частоты основного тона сигнала.  

Использование ключевых сегментов позволяет зна-
чительным образом (в среднем в 9 раз) уменьшить чис-
ло анализируемых сегментов сигнала за счёт фильтра-
ции сегментов, относящихся к шумовым участкам, пау-
зам и т.д. 
Алгебра групп 

Алгебра групп используется для формирования опи-
сания звукового сигнала. С помощью замкнутых и пол-
ных групп выполняется спектрально-корреляционный 
анализ. Полные группы позволяют выявить корреляци-
онные связи между операторами. Замкнутые группы по-
зволяют выявить корреляционные связи между полными 
группами. Проводя аналогию между алгеброй групп и 
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языком, можно ввести следующие соответствия: опера-
тор – алфавит языка, полная группа – слово, замкнутая 
группа – словосочетание (рис. 7). 

 
Рис. 7. Иерархия операторов и групп 

Примем для множества фильтров {Fi}, что (+1  1) и 
(–1  0). Получим множество бинарных операторов {Vi} 
(рис. 8). Для этих операторов допустимы теоретико-
множественные операции объединения (сложения) и 
пересечения (умножения). Результатом имеем алгебру – 
AV  = <{Vi}: +, > [9]. Необходимо отметить, что множест-
ва полных и замкнутых групп формируются на основе 16 
операторов. 

 
Рис. 8. Вычисление оператора по фильтру из 16 отсчётов 

В алгебре AV  существуют алгебраические группы: 
1) Pni – группы на трёх элементах (названы полными), 

образованы на тройках операторов (Vi,Vj,Vk), для кото-
рых справедливы соотношения: Vi + Vj + Vk   e1 – еди-
ница. Полная группа допускает два описания – на опе-
рации пересечения ViVjVk (операция умножения, число 
инверсий – чётно) и операции объединения i j kV V V   

(операции сложения, число инверсий – нечётно). Число 
возможных образов полных групп, с учётом инверсий 
операторов, равно четырём. Образ полной группы – 
компакт из четырех связанных элементов. 

2) Psi – группы на четырёх элементах (названы замк-
нутыми), образованы на четвёрке операторов 
(Vi,Vj,Vn,Vm), где (Vi,Vj,Vk)   Pni, (Vn,Vm,Vk)   Pnj, с опи-
санием  ViVj + Vn mV   (где  необходимое  число  инверсий 

операторов нечетно) и единицей – Vi + Vj + Vn + mV  e1. 
Число возможных образов замкнутых групп, с учётом 
инверсий операторов, равно восьми. Образ полной груп-
пы – компакт из восьми связанных элементов. 

Множества {Pni}, {Psi} конечны и имеют мощность 35 
и 105 соответственно. Множества {Vi}, {Pni}, {Psi} – 
множества эталонов, используемые при решении задачи 
узнавания объекта исследования в пространстве этало-
нов. Обозначение полной группы на операции сложения – 
Pnia, на операции умножения – Pnim.  

Одним из понятий алгебры групп в обработке изо-
бражений является понятие «визуальная масса» груп-
пы/изображения [9]. Применительно к звуковому сигналу 
будем использовать понятие «масса» группы/сигнала. 
Масса группы – сумма значений отсчётов сигнала, нахо-
дящихся под образом группы. 

Алгоритм вычисления массы группы: 

 
 

1,
1grp

grp grp

k L
if B k

M M f k

 



 

  

где f[k] – k-ый отсчёт сигнала f, grpB  – образ группы, 

Mgrp – масса группы. 
В первой строке табл. 2 приведён сигнал, состоящий 

из 16 отсчётов, во второй – образ полной группы 1 8 9V V V . 
Проводя вычисления на основе приведённого алгорит-
ма, получаем что масса группы составляет 3.6. 

Полные группы 
Полная группа формируется из трёх операторов Vi, 

Vj, Vk в том случае, если выполняется следующее усло-
вие: Vi + Vj + Vk = e1 (e1 = V0, i  j  k  0). Проанализи-
ровав все возможные сочетания операторов, можно 
cгенерировать множество полных групп {Pni}. 

Рассмотрим операторы V1, V8 и V9. Результат сложе-
ния их образов доказывает, что эти операторы образуют 
полную группу (табл. 4). 

Проверим наличие в спектре (табл. 5) группы V1V8V9. 
Отклики операторов, составляющих группу, отличны от 
нуля, поэтому группа V1V8V9 входит в спектр.  

Значения операторов V1 и V8 отрицательны, следо-
вательно, данные операторы являются инверсными. 
Число инверсных операторов чётно, поэтому, образ пол-
ной группы вычисляется на операции умножения 
(табл. 6, если число инверсных операторов нечётно, 
тогда образ полной группы вычисляется на операции 
сложения). 

Таблица 3. Сигнал f 
0.1 0.9 1 0.3 0.2 1 0.7 0.3 0.3 0.1 0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Таблица 4. Проверка операторов 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 14 

V1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
V8 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 
V9 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 

V1 +V8 +V9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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Таблица 5. Спектр сигнала 

V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 
100 -12 -6 4 3 9 11 23 -2 5 21 11 3 0 7 8 

Таблица 6. Вычисление образа группы 1 8 9V V V  

 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 

1V  1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
  
8V  0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 
  
9V  0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 
 = 

1 8 9V V V  0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Аналогичным образом можно проверить наличие в 
спектре любой другой полной группы. 

Замкнутые группы 

Замкнутую группу i j k lV V V V  можно описать тремя эк-

вивалентными способами: i j k lV V V V , i j k lV V V V , 

i j k lV V V V . 

Алгоритм построения замкнутой группы: 
1) выбирается полная группа и формируется четыре 

её образа на операции умножения: i j kV V V , i j kV V V , 

i j kV V V , i j kV V V ; 

2) анализируются полученные образы: если в состав 
образа не входит оператор V0, тогда операторы, входя-
щие в него, образуют замкнутую группу. 

Рассмотрим полную группу 1 8 9V V V . Варианты записи 
её образов приведены в табл. 7. 

Определим операторы, входящие в каждый образ: 
1) образ группы 1 8 9V V V  включает операторы V8, V11, 

V12 и V15; 

2) образ группы 1 8 9V V V  включает операторы V1, V2, V5 

и V6; 
3) образ группы 1 8 9V V V  включает операторы V0, V3, 

V4 и V7; (по данной полной группе нельзя вычислить 
замкнутую); 

4) образ группы 1 8 9V V V  включает операторы V9, V10, 
V13 и V14. 

После обработки всех полных групп по приведённому 
алгоритму, генерируется множество замкнутых групп 
{Psi}. 

Проверим наличие в спектре (табл. 5) группы 
V8V9V10V11. Значения операторов, составляющих группу, 
отличны от нуля, поэтому рассматриваемая группа вхо-
дит в спектр.  

Число инверсных операторов группы нечётно, следо-
вательно, операторы V8, V9, V10 и V11 образуют замкнутую 
группу (если число инверсных операторов чётно, тогда 
они образуют замкнутое множество). Образ группы 
V8V9V10V11 приведён в табл. 8. 

Аналогичным образом можно проверить наличие в 
спектре любой другой замкнутой группы. 
Оценка частоты основного тона 

Алгоритм оценки частоты основного тона на основе 
предлагаемого метода включает в себя следующие опе-
рации: 

1) формирование набора ключевых сегментов Kf; 
2) извлечение данных из ключевых сегментов: 

2.1) формирование множества полных групп {Pni); 
2.2) формирование множества замкнутых групп {Psi

 ); 
2.3) вычисление по каждому ключевому сегменту  

Kf,i  набора замкнутых групп {Psi, i}, 1,i N , где N – ко-
личество ключевых сегментов; 

Таблица 7. Образы группы 1 8 9V V V  

 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 

1 8 9V V V  0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 

1 8 9V V V  0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 8 9V V V  1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 8 9V V V  0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 

Таблица 8. Вычисление образа группы V8V9V10V11 

 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 

8V  0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 
V9 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 
V10 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 
V11 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 

8 9 10 11V V V V  0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 
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2.4) определение массы каждой группы набора {Psi, i}; 
2.5) сохранение в наборе {Psi, i} первых N по массе 

групп; 
3) сравнение наборов групп, сформированных по i-му 

и j-му сегментам ({Psi, i} и {Psi, j}): если состав групп сов-
падает не менее чем на M %, тогда считается, что сег-
менты сигнала подобны (с некоторой точностью), и рас-
стояние dist между сегментами сохраняется в массив H: 
H(dist) = H(dist) + 1; 

4) определение номера максимального элемента Xmax 

гистограммы H, который соответствует наиболее часто 
встречающемуся расстоянию между похожими спектра-
ми (расстояние измеряется в отсчётах): 

 max maxE H ;  

5) вычисление частоты основного тона: 

max

ДF
P

E
 ,  

где P – частота основного тона, FД – частота дискрети-
зации речевого сигнала. 

Вычислительный эксперимент 

Рассмотрим результаты оценки частоты основного 
тона на основе предлагаемого и существующих алго-
ритмов (табл. 9–13). Оценка качества вычисления часто-
ты основного тона выполняется с помощью следующих 
показателей [1, 8]: 

1) количество значительных ошибок оценки основно-
го тона (gross pitch error):  

    1 , ,G m a
V i V

G F i F i
N




    

           1, / ,
,

0,иначе;
m a m

G m a
F i F i F i T

F i F i
  

  

2) среднее значение незначительной ошибки  
оценки основного тона (fine pitch error): 

    1 , ,S m a
V i V

S F i F i
N




   

    
          

,

, / ,

0,иначе;

S m a

m a m a m

F i F i

F i F i F i F i F i T

 

   

  

3) среднеквадратическое отклонение незначи-
тельной ошибки оценки основного тона: 

    1 , ,m a
V i V

S F i F i S
N 



  ,  

    

           
2 2

, ,

, / ,

0,иначе.

m a

m a m a m

F i F i S

F i F i S F i F i F i T

 

    

  

Используемые обозначения: Fm(i) – ручная оценка 
частоты основного тона i-го отсчёта сигнала; Fa(i) – ав-
томатическая оценка частоты основного тона i-го отсчё-
та сигнала; T – порог, разделяющий грубые и незначи-
тельные ошибки оценки частоты основного тона; V – 
множество отсчётов исходного сигнала, относящихся к 
вокализованным сегментам; NV – мощность множества V. 

При тестировании алгоритмов использовалась база 
данных, описанная в [10]. База данных содержит записи 
голосов двух дикторов: мужчины (293.2 секунды) и жен-
щины (370 секунд), ручную разметку записей на вокали-
зованные / невокализованные сегменты, с указанием 
частоты основного тона для вокализованных сегментов. 
Заключение 

В работе рассмотрен алгоритм оценки частоты ос-
новного тона голоса, основанный на теории активного 
восприятия. Анализ результатов вычислительного экс-
перимента позволяет сделать вывод, что разработанный 
алгоритм успешно справляется с поставленной задачей 
оценки частоты основного тона по неискажённым и ис-
кажённым записям голоса человека. 

По сравнению с другими алгоритмами, работающими 
во временной области, предлагаемый алгоритм позво-
ляет обрабатывать сложные периодические сигналы (с 
большим количеством гармоник) без предварительного 
сглаживания сигнала фильтрами нижних частот. 

Таблица 9. Сигнал без шума 

Показатель/Метод АКФ [3] YIN [4] AMDF [5] Кепстр [7] YAAPT [8] Предлагаемый 
G 0.0313 0.0309 0.0753 0.1636 0.1685 0.0498 
S 0.0472 0.0245 0.0063 0.0381 0.0227 0.0250 
S 0.0461 0.0277 0.0111 0.0337 0.0237 0.0284 

Таблица 10. Сигнал искажён аддитивным равномерным шумом, ОСШ = 10 дБ 

Показатель/Метод АКФ YIN AMDF Кепстр YAAPT Предлагаемый 
G 0.1519 0.0759  0.7567 0.3444 0.2462 0.1122 
S 0.0489 0.0297 0.0202 0.0576 0.0225 0.0309 
S 0.0385 0.0294  0.0234 0.0521 0.0219 0.0360 

Таблица 11. Сигнал искажён аддитивным равномерным шумом, ОСШ = 0 дБ 

Показатель/Метод АКФ YIN AMDF Кепстр YAAPT Предлагаемый 
G 0.6035 0.5033 0.9478 0.6057 0.5678 0.5760 
S 0.0721 0.0414 0.0396 0.0839 0.0265 0.0521 
S 0.0578 0.0436 0.0456 0.0603 0.0265 0.0429 
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Таблица 12. Сигнал искажён аддитивным нормальным шумом, ОСШ = 10 дБ 

Показатель/Метод АКФ YIN AMDF Кепстр YAAPT Предлагаемый 
G 0.3871 0.2151 0.8342 0.4258 0.2812 0.3455 
S 0.0400 0.0347 0.0416 0.0509 0.0206 0.0502 
S 0.0378 0.0361 0.0517 0.0495 0.0164  0.0394 

Таблица 13. Сигнал искажён аддитивным нормальным шумом, ОСШ = 0 дБ 

Показатель/Метод АКФ YIN AMDF Кепстр YAAPT Предлагаемый 
G 0.6792 0.7646 0.9752 0.5585 0.8243 0.7839 
S 0.0634 0.0643 0.0815 0.0919 0.0246  0.0580 
S 0.0519 0.0564 0.0391 0.0564 0.0252  0.0446 

 
Результаты, полученные в работе, могут использо-

ваться при разработке алгоритмов сжатия, улучшения 
качества звукового сигнала, настройке музыкальных ин-
струментов, при создании нотной записи и классифика-
ции музыкальных произведений. 

Работа выполнена при поддержке Министерства  
образования и науки РФ в рамках договора  
№ 02.G25.31.0061 от «12» февраля 2013 года (в соот-
ветствии с Постановлением Правительства Российской 
Федерации от 9 апреля 2010 г. № 218). 
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Рассмотрен вопрос адаптивной фильтрации аудиосигнала с 
помощью цифрового фильтра, компенсирующего обратную аку-
стическую связь. Приведён алгоритм учёта условий фильтрации, 
зависящий от динамически изменяющейся среды и рассмотрены 
условия его применения в развитых системах человеко-машин-
ного взаимодействия. 
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давление, адаптивный фильтр, рекурсивный, 
алгоритм, компенсация помех, корреляционная 
функция. 
Введение 

Разработка гибких человеко-машинных ин-
терфейсов предполагает эффективную обработку раз-
личных типов сигналов. Важнейшим направлением реги-
страции информации о человеке, вслед за визуальным 
каналом, является акустический способ передачи ин-
формации. Но любой сигнал, распространяющийся в 
пространстве с преградами, неизбежно сталкивается с 
проблемами зашумления. Особенно остро данная про-
блема стоит в тех прикладных задачах, где требуется 
реализовать адаптивную подстройку акустического обо-
рудования под специфику динамически изменяющихся 
условий его функционирования. Для диапазона частот, 
воспринимаемых человеческим ухом, это различные 
акустические устройства, звуковоспроизводящая и зву-
коусиливающая техника. К конкретным примерам данной 
группы устройств можно отнести слуховые аппараты, 
шлемофоны, тактические шлемы, а так же более слож-
ные, такие как системы громкоговорящей связи. Для час-
тот ультразвукового диапазона, это системы техническо-
го зрения (например, системы неразрушающего контро-
ля и дефектоскопии, устройства эхо-лока-ции). Поэтому 
рассмотрим возможность реализации адаптивного циф-
рового фильтра, изменяющего свои параметры по алго-
ритму, направленному на компенсацию шумовых эф-
фектов акустического тракта.  
Акустическая обратная связь  
и методы её подавления 

Подавление шумов (помех) является одной из основ-
ных целей фильтрации информации. Особое внимание 
уделяется фильтрации помех, возникающих в системах 
с положительной обратной связью, так как при значении 
коэффициента обратной связи ≥ 1 и неблагоприятном 
соотношении фаз, выходной сигнал быстро возрастает 
(среднеквадратичное значение сигнала на определен-
ном интервале стремится к бесконечности). Сущест-
вующие средства, предназначенные для борьбы с аку-
стической обратной связью, не зависимо от исполнения, 

делятся на две группы: средства подавления помехи и 
средства компенсации [1]. Большинство методов подав-
ления, на которых базируются современные супрессоры, 
избирательно выделяют проблемные полосы частот и 
предотвращают их дальнейшее усиление или вовсе 
удаляют их из спектра. Очевидно, что алгоритмы реали-
зующие принципы эквалайзерного подавления, по при-
роде своей, вносят негативные изменения в акустиче-
ский сигнал [2]. Среди разработчиков подобных систем 
идет конкуренция по минимизации интервалов задержки, 
более четкой идентификации проблемных частот и вы-
бору оценочного критерия возникновения акустической 
обратной связи [3]. Особый интерес вызывают методы 
компенсации помехи, так как такой подход  предполага-
ет, что спектральная целостность сигнала остается не-
изменной, в крайнем случае, вносимые изменения во 
время фильтрации несущественны.  

Адаптивная компенсация эхо-сигнала в цифровых 
коммуникационных технологиях исследована достаточно 
хорошо и существует множество решений, направленных 
на оптимизацию процесса фильтрации (например, [4] или 
обзор методов в [5]). Но постановка задачи эхо-компен-
сации для акустического тракта отличается от аналогич-
ной постановки в дуплексных системах связи, так как аку-
стический сигнал имеет иную природу возникновения, 
нелинейный характер поведения и претерпевает множе-
ственное наложение эхо-сигналов обратного акустическо-
го тракта. Это предполагает разработку иных алгоритмов 
расчёта параметров компенсирующего устройства. 

Задачей компенсация эхо-сигнала в акустике посвя-
щены исследования и патенты как отечественных учё-
ных Алдошиной И.А., Дедовец С.А., Дыранова Ю.В., 
Крылова В.В., Стеклова И.В. и других, так и зарубежных – 
Elvin D. Stepp, Victor Clarke, Yong Shi, Jing Sun и других. 
Подробный обзор данной проблематики представлен 
Кузнецовым Е.П. в работе [6].  



Цифровая Обработка Сигналов №4/2013 

 
 

73 

Математическая модель работы адаптивного цифро-
вого фильтра, осуществляющего компенсацию эхо-
сигнала, можно описать в виде классической задачи 
идентификации, где исходный произвольный полезный 
сигнал kS  должен быть выделен из зашумлённого сиг-

нала kS , пришедшего на устройство регистрации. При 

этом выходной сигнал kY  должен быть получен в ре-

зультате перехода 
f

k k
фильтрS Y . Тогда процесс 

адаптации фильтра сводится к нахождению значений 
коэффициентов фильтрации ma  в конкретный промежу-

ток времени k , при условии 

( )
( ( )) min

m
m k k a k

f a k S Y   .  

В [7, 8] авторами был предложен метод позволяющий 
поднять уровень звукового давления в озвучиваемом 
замкнутом пространстве без искажения сигнала и без 
возникновения возбуждения вследствие акустической 
обратной связи. Его суть заключается в следующем: 

1) Производится корреляционный анализ входного 
сигнала, поступающего на микрофон, результатом ана-
лиза является определение переходной характеристики 
озвучиваемого пространства. 

2) Определяются временные интервалы задержек 
эхо-сигналов обратного акустического тракта, повторно 
пришедших в сенсор, посредствам выделения пиковых 
значений взаимно-корреляционной функции последова-
тельно идущих интервалов входящего сигнала. 

3) Осуществляется поиск весовых коэффициентов 
фильтра, путем нормализации значений пиков к значе-
нию эхо-сигнала, поступившего на сенсор напрямую, для 
определения мощности сигнала обратного акустического 
тракта. 

4) Производится введение добавочных коэффициентов 
фильтра, зависящих от мощности входящего сигнала на 
интервалах расчета взаимно-корреляционной функции. 

Результаты экспериментов по осуществлению пост-
фильтрации зашумленного сигнала [8] позволили сде-
лать выводы о действенности метода и перейти к разра-
ботке алгоритма фильтрации в режиме реального вре-
мени. В настоящей статье представлен алгоритм опре-
деления весовых коэффициентов фильтрации сигнала 
для систем громкоговорящей связи в замкнутом про-
странстве с учётом эффекта акустической обратной свя-
зи. 

Пусть имеется прошедший дискретизацию сигнал 
обратного акустического тракта kS , имеющий цифровое 
представление. Для преобразования входящего сигнала 
с целью исключить помеху, возникающую в результате 
обратной связи, будем использовать классический циф-
ровой рекурсивный фильтр (ЦРФ) [9]. ЦРФ определяется 
как фильтр, выходное значение каждого отсчета которо-
го ky  формируется не только манипуляциями с текущи-

ми входными значениями ks , но и со значениями вы-
ходных отсчетов, вычисленных в предыдущих циклах 
расчетов k my  . 

Логика работы ЦРФ описывается полным разност-
ным уравнением (1) и по природе своего построения 

подходит под решение задачи подавления обратной 
связи в акустике.  

0 0
( ) ( ) ( )

N M

n n m m
n m

y k b s k a y k 
 

     , (1) 

где первая сумма произведений в правой части – мо-
дель прямого акустического канала; вторая сумма про-
изведений – модель обратного акустического канала; па-

раметры n  и m  определяют величину задержки; коэф-

фициенты nb  и ma  – мощности прямых и обратных акус-
тических сигналов на входе приемника; n = 0,1,2,3,... N, а 
m = 1,2,3,… M; N  и M  – определяют число источников 
переотражений в прямом и обратном каналах.  

 
Рис. 1. Схема повторного попадания в  приемник сигнала  

и его переотраженных копий 

Возьмем, например, систему, в озвучиваемом про-
странстве которой, находится один приемник и один ис-
точник сигнала и 3 отражательные поверхности, как по-
казано на рис. 1. Если в сенсор-приемник подать про-
стой случайный сигнал, то через какое-то время он по-
вторно придет из источника, а еще через какое-то время 
придут его копии, отраженные от поверхностей физиче-
ских тел, находящихся  в озвучиваемом пространстве 
[4]. Мощность всех пришедших сигналов на приемник 
будет разной, так как они прошли неодинаковое рас-
стояние, и при отражении часть их энергии была потеря-
на рис. 2.  

 
Рис. 2. Составляющие помехи обратной связи (сверху вниз): 

сигнал, пришедший напрямую и три задержанные копии 
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Алгоритм подавления акустической обратной связи  

Результатом решения задачи подавления обратной 
акустической связи будет являться создание такого 
фильтра, который на выход будет подавать только сиг-
нал прямого акустического тракта, отфильтрованный от 
сигнала обратного акустического тракта. Приведенный 
ниже алгоритм работает только в тех системах, в кото-
рых существует время, когда в тракте приемник-источ-
ник проходит только сигнал прямого акустического трак-
та. Приблизительное время и количество отчетов, кото-
рые пройдут в тракте без помех, легко рассчитать, зная 
расстояние от источника сигнала до сенсора и частоту 
дискретизации сигнала. Приведём алгоритм расчета 
параметров ЦРФ в виде последовательности этапов. 

1. В вычислителе задаём количество отсчетов для 
записи эталонного сигнала от 0 до 1T  из расчета 

1 *lT f
s

    
,  

где l  – расстояние от сенсора-приемника до ближайше-
го источника сигнала в метрах, s  – скорость звука, для 
воздушной среды с нормальной комнатной температу-
рой (344 м/с), f  – частота дискретизации, 1T  – время, 
когда на приемнике регистрируется только сигнала пря-
мого канала, без влияния обратной связи. 

2. В начале каждого поступления сигнала из прямого 
акустического тракта на вход приёмника сохраняем сигнал, 
поступающий на приемник на временном интервале от 0 до 

1T . Сохраняем также последующий сигнал аналогичной 
длительности от 1T  до 2T , который является суммой сиг-
нала прямого и обратного акустических каналов. 

3. Вычисляем взаимно-корреляционную функцию 
(ВКФ) ( )Corr t  двух полученных сигналов по формуле 

1

0

( ) ( ) ( ) ,
T

Corr t s t u t dt    

где ( )s t  – записанный сигнал на интервале от 0 до 1T ; 

( )u t  – сигнал, записанный на интервале от 1T  до 2T . 
Так как ВКФ определяет степень сходства сравниваемых 
сигналов, то в сигнале ( )u t  содержится информация о 

том, как сигнал ( )s t  прошел через акустический тракт. 
Пиками на графике ВКФ фиксируется то, как эхо-сигналы 

( )s t  приходили на приемник (с какими задержками и с 
какой мощностью). Размерность ВКФ определяется дву-
кратным представлением количества отсчетов выборок. 

4. Вычисляем M  максимумов ВКФ, которые показы-
вают относительную мощность эхо-сигналов обратного 
акустического тракта. Значения по оси абсцисс при этих 

максимумах принимаем равным m , что соответствует 
временным задержкам эхо-сигналов. 

5. Нормируем полученный массив ma  к интервалу от 
1 до 0, исходя из того, что первый максимум равен еди-
нице, а все последующие (угасающие) располагаются на 
означенном интервале ниже. 

6. Моделируем акустический сигнал обратного кана-

ла с учетом найденных массивов ma  и m   

0
( ) ( )

M

m m
m

x t a y k 


  .  

7. Вычитаем акустический сигнал обратного канала 
из общего сигнала, поступающего на сенсор-приемник. 
Вычитание производится из того сигнала, который по-
ступил на приемник после 2T . 

Таким образом, переходная характеристика обратно-
го тракта вычисляется в первые мгновения приема сиг-
нала сенсором-приемником. Из значений, определяю-
щих взаимную корреляцию двух функций, находим мас-
сивы значений, определяющих мощности эхо-сигналов и 
их задержки для моделирования сигнала обратной связи 
по входящему сигналу. Таким образом, каждый раз в 
начале разговора происходит адаптация под конкретную 
переходную характеристику тракта обратного сигнала.  

По истечению первых мгновений затяжной речи, в 
которой отсутствуют необходимые для подстройки пау-
зы, громкость человеческой речи изменяется, соответст-
венно фильтр должен подстраиваться под изменения 
мощности входного сигнала. В начале каждого сеанса 
функционирования микрофонных блоков производится 
калибровка, суть которой заключается в следующем. В 
систему озвучивания подается сигнал с нарастающей 
амплитудой. Пройдя акустический тракт, сигнал воспри-
нимается микрофонами. В микрофонных блоках проис-
ходит корреляционный анализ двух сигналов, эталонно-
го и сигнала записанного микрофоном.  Сигналы соот-
ветственно разбиваются на интервалы, уровень мощно-
сти интервалов разный. Для каждой пары интервалов 
сигналов находится переходная характеристика обрат-
ного тракта, моделируется сигнал обратного акустиче-
ского тракта, осуществляется фильтрация интервала 
сигнала, записанного микрофоном. Введем некоторый 
коэффициент k, которым будем регулировать значения 
весовых коэффициентов. Как показали лабораторные 
опыты, существует зависимость значения весовых ко-
эффициентов фильтра от мощности входного сигнала. 
На k поэлементно умножаем массив весовых коэффи-
циентов, далее (методом градиентного спуска) находим 
такой k для каждой пары интервалов с разной мощно-
стью, при котором эффективность фильтра максимальна 
(мощность помехи в сигнале после фильтрации –
минимальна). Эффективность определяем, сравнивая 
для каждого k отфильтрованный интервал сигнала с со-
ответствующим интервалом сигнала эталонного. После 
калибровки в памяти каждого микрофонного блока со-
храняется таблица добавочных коэффициентов для 
массива весовых коэффициентов обратного акустиче-
ского тракта. При изменении мощности поступающего на 
сенсор сигнала после формирования массива весовых 
коэффициентов в начале поступления сигнал прямого 
акустического тракта выбирается соответствующий ко-
эффициент, на который умножается каждый ma .  

Зная временные рамки, когда на входе сенсора от-
сутствует сигнал обратного акустического тракта, можно 
ориентировочно предположить, когда этот сигнал начнет 
поступать. Сигнал обратного акустического тракта 
( 1T , 2T ) порожден сигналом прямого акустического 
тракта (0, 1T ). Реализация цифровой фильтрации может 
осуществляться по-разному, но, как правило, это мощ-
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ные вычислители в программном или аппаратном пред-
ставлении с различными встроенными модулями памя-
ти. Имея в памяти интервал сигнала только из прямого 
акустического тракта, и сохраненную выборку, в которой 
к входящему сигналу добавился сигнал обратного аку-
стического тракта, можно найти массив весовых коэф-
фициентов обратного акустического тракта, вычислив 
взаимно-корреляционную функцию двух сохранённых 
интервалов. Результат вычисления взаимно-корреля-
цинной функции сигналов на означенных интервалах 
представлен на рис. 3. 

 
Рис. 3. Взаимно корреляционная функция,  
сигнала принятого микрофоном на (0, 1T )  

с сигналом принятым микрофоном на ( 1T , 2T ) 
Так как ВКФ отражает схожесть двух сигналов, то она 

вычисляется пошаговым сдвигом выборок относительно 
друг друга, сначала в одну, потом в другую сторону. 
Анализировать следует ту половину корреляционной 
функции, которая образовалась в результате сдвига вы-
борки сигнала, принятого микрофоном на (0, 1T ) по ин-
тервалу сигнала, принятого микрофоном на ( 1T , 2T ). 

Из анализа пиков ВКФ на рис. 3 в диапазоне [70;100] 
видно, что первый пик отображает, как входящий в сен-
сор-приемник сигнал повторно пришел на приемник из 
источника, а спустя какое-то время пришли его отражен-
ные от поверхностей копии. Значения пиков по оси абс-
цисс отображают количество отсчётов, через которое 
сигнал, пройдя озвучиваемую среду, повторно принима-
ется сенсором.  

Существенным преимуществом данного алгоритма 
является то, что коэффициенты ma  ЦРФ, вычисляются в 
первые мгновения подачи сигнала на сенсор приемник, 
что позволяет отфильтровать все последующие входя-
щие отсчеты. Это очень важно в тех системах, характе-
ристики озвучиваемого пространства которых периоди-
чески изменяются.  

Результаты моделирования 
Предложенный алгоритм был апробирован на смонти-

рованной акустической системе громкоговорящей свя зи. 
В состав экспериментальной установки вошли приемник 
сигнала   (пульт   делегата)   и   подсистема   озвучивания, 

которая в свою очередь имеет в своем составе 6 основ-
ных и 8 дополнительных излучателей различного диапа-
зона (рис. 4). На входные каналы установки был подан 
сигнал с заранее известными параметрами, который 
пройдя через систему усиления и излучатели, был запи-
сан при помощи одного приемника конференц-системы. 

В результате использования экспериментальной уста-
новки были получены звуковые файлы, которые послужили 
исходным материалом для обработки по выше изложенно-
му алгоритму. Значения добавочных коэффициентов и 
процент фильтрации сигнала представлены в таблице. 

 
Рис. 4. Расположение микрофонных блоков, 

 источники сигнала расположены на колоннах за шторами 
Следует отметить, что после обработки сигнала рас-

сматриваемым алгоритмом, акустическая обратная 
связь был практически полностью подавлена (в отдель-
ных случаях, процент компенсации сигнала обратного 
акустического тракта достиг почти 93%), при этом каче-
ство выходного сигнала существенно возросло. Кроме 
того, из результатов эксперимента видно, что прослежи-
вается четко выраженная зависимость добавочного ко-
эффициента, рассчитанного ЦРФ, от номинальной мощ-
ности фильтруемого сигнала (коэффициент корреляции 
равен 0,975504), что позволяет сделать фильтр адап-
тивным под уровень мощности входящего сигнала, а 
достаточное количество пауз в речи оратора позволяет 
адаптироваться под переходную характеристику акусти-
ческого тракта. 
Перспективы приложения адаптивных ЦРФ 

Применение адаптивных свойств ЦРФ можно реали-
зовать в широком круге акустических приборов и систем 
человеко-машинного взаимодействия. Так, можно выде-
лить задачу организации персонального акустического 
пространства человека. Предположим, что имеется по-
мещение с несколькими источниками полезного сигнала 
и присутствием эффекта их переотражения. 

Таблица. Результаты моделирования 

Итоговый процент фильтрации № интервала Мощность фильтруемого 
сигнала на интервале k M = 10 M = 20 M = 30 

1 0,0722 0,05 66,66% 82,75% 85,82% 
2 0,2927 0,20 57,77% 79,91% 92,89% 
3 0,1619 0,14 75,54% 79,87% 85,99% 
4 0,0931 0,06 39,65% 57,49% 72,48% 
5 0,0854 0,05 42,58% 57,97% 68,93% 
6 0,1093 0,09 46,78% 63,15% 70,55% 
7 0,0625 0,05 34,78% 47,17% 59,74% 
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Если при этом общение между людьми должно носить 
адресный характер в естественно-языковой форме, то и 
устройства регистрации, и устройства воспроизведения 
должны максимально эффективно фиксировать голос ка-
ждого говорящего, а воспроизводить только определённо-
му получателю (одному или многим). В этой ситуации не-
обходимо иметь как адаптивные механизмы подавления 
обратной акустической связи, порожденные от собствен-
ного полезного сигнала, так и развитые средства фильт-
рации первичного и переотраженного нецелевого сигнала. 
Типовым примером организации таких условий работы 
являются операторские комнаты без существенной звуко-
изоляции между находящимися неподалеку людьми (call-
центры, центры управления полётами, ситуационные цен-
тры и пр., регламентируемые ГОСТом серии «Система 
«человек-машина») [10].  

Другим направлением приложения адаптивных акусти-
ческих фильтров может стать автоматизация жилых зда-
ний и помещений нового поколения. Опираясь на концеп-
цию Smart Home [11, 12], адаптивная подстройка условий 
жизни человека должна осуществляться комплексно, т.е. 
затрагивая ведущие органы восприятия. Тогда сопряжение 
новых акустических ЦРФ с системами обеспечения безо-
пасности и обмена информацией «умного» дома будут 
крайне полезны. Без существенных изменений в принци-
пах ситуационного управления всей системой жизнеобес-
печения помещений не обойтись, включая реализацию 
специализированных интеллектуальных функций внутри 
каждого прибора [13]. Это – и качественно новый уровень 
индивидуализации акустической среды, и более высокие 
требования к аппаратуре [14], функционирующей в дина-
мически изменяющихся условиях. Например, регистрация 
полезного акустического сигнала от движущегося источни-
ка с динамическим изменением зоны регистрации отдель-
ных микрофонов (AMI системы по [15]): адаптируются не 
только параметры ma  ЦРФ, но и диаграммы направлен-
ности, осуществляя своеобразное слежение. 

Заключение 
Современные вычислительные платформы на базе 

ПЛИС или DSP-процессоров позволяют реализовать тре-
буемую скорость обработки цифрового акустического сиг-
нала, приближая функционирование рекурсивных циф-
ровых фильтров к работе в реальном времени [16]. Адап-
тивная подстройка работы таких фильтров и их приложе-
ние к специальным задачам обуславливают развитие 
технологий «умной» фильтрации в смежных областях. 
Во-первых, это микроэлектроника, где важны тенденции 
повышения быстродействия, миниатюризации и энерго-
эффективности. Это, в свою очередь, делает рациональ-
ным реализацию фильтров в виде систем на кристалле. 
Во-вторых, это приборостроение, где тенденции интегра-
ции различных человеко-машинных интерфейсов очень 
важны при повышении эффективности производственной 
и домашней автоматизации. Следовательно, работы по 
объединению «умных» фильтров будут играть сущест-
венную роль в комплексном «очувствлении» искусствен-
ных объектов (включая робототехнические). А значит, 
области приложения теории систем цифровой обработки 
сигнала в акустике будут востребованы.  
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