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Исследованы методы и алгоритмы скользящих спектральных 
измерений на конечных интервалах. Рассмотрены теоретические 
основы измерения скользящих энергетических фурье-спектров 
дискретных сигналов в базисах дискретных экспоненциальных 
функций и параметрических дискретных экспоненциальных функ-
ций. Приведены теоретические и практические результаты оце-
нивания неинвариантности скользящих энергетических фурье-
спектров тональных компонент на конечных интервалах в базисе 
параметрических дискретных экспоненциальных функций. 
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Введение 

Во многих областях научных исследований, 
например, в таких, как радиолокация, вибро-
акустическая диагностика, распознавание и синтез речи, 
пассивная гидролокация, биомедицина, часто сталкива-
ются с необходимостью решения задачи выявления 
скрытых периодичностей [1-5] (задачи обнаружения и 
измерения параметров тональных компонент). Одним из 
методов эффективного выявления скрытых периодично-
стей в сигналах такого рода является измерение на ко-
нечных интервалах их скользящих фурье-спектров в 
базисе дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ) 
или в базисе параметрических ДЭФ (ДЭФ-П), являющих-
ся обобщением ДЭФ [1, 4, 5]. Суть данного подхода за-
ключается в определении фурье-спектра сигнала во 
временном окне в N отсчетов, которое перед повторным 
спектральным измерением смещается на один отсчет [3, 
4]. При этом в работах по цифровому спектральному 
анализу полагается, по умолчанию, что скользящий 
энергетический фурье-спектр тонального сигнала в ба-
зисе ДЭФ инвариантен к временному сдвигу тонального 
сигнала. Например, алгоритм локализации спектральных 
пиков, описанный в [3], основывается на этом предполо-
жении априори. Экспериментальные исследования на 
модельных сигналах, проведенные автором настоящей 
работы, показали, что предположение об инвариантно-
сти скользящего энергетического фурье-спектра тональ-
ного сигнала к его временному сдвигу, как в базисе ДЭФ, 
так и в базисе ДЭФ-П, в общем случае несправедливо. 

Целью настоящей работы является исследование 
вопроса инвариантности скользящих энергетических 
фурье-спектров действительных тональных сигналов, 
заданных на конечных интервалах, в базисе параметри-
ческих дискретных экспоненциальных функций.  

Измерение энергетического фурье-спектра сигнала, 
заданного на конечном интервале, в базисе парамет-
рических дискретных экспоненциальных функций 

Пусть на конечном интервале в N отсчетов задан 
сигнал: 

( )x n ; 0, 1n N  . (1) 

Для разложения такого рода  сигналов в работах [6-9] 
введены и исследованы базисные системы ДЭФ-П: 

( ) 2( , , ) exp ( ) ,p l
p Ndef p l W j p l

N
         

  

0 1  ; , 0, 1p l N   .  (2) 

Заметим, что при каждом значении параметра   мы 
получаем свою, определяемую  , систему базисных 
функций, разложение по которой определено как пара-
метрическое дискретное преобразование Фурье (ДПФ-П) 
при значении параметра  . В частном случае, при 

0   мы получим базисную систему ДЭФ:  

2( , ) exp[ ],def k n j kn
N


   , 0, 1k n N  ,  (3) 

разложение по которой известно как дискретное преоб-
разование Фурье (ДПФ).  

Пара ДПФ-П в матричной форме задается следую-
щими соотношениями: 

, ,
1 ,N N NS F X
N   0 ≤ θ < 1, (4) 

*
, ,N N NX F S  , 0 ≤ θ < 1. (5) 

где  – знак комплексного сопряжения, [ (0),NX x  

(1),....., ( 1)]Tx x N   – представление дискретного сигнала 

( )x n , 0, 1,n N   в виде вектора N – мерного линейного 

пространства; Т – знак транспонирования; ,NS    

[ (0, ), (1, ),..., (( 1), )]Ts s s N     – вектор коэффициен-
тов разложения XN  по системе дискретных экспоненци-
альных функций (ДЭФ-П), задаваемой матрицей ,NF  : 
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 ( , , )pdef k n   

Пара преобразований ДПФ-П в обычной форме оп-
ределяется следующими соотношениями: 

1
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   0, 1k N  , 0 1  . (6) 
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 0, 1,n N   0 1  . (7) 

Матрица сдвигов исходного сигнала NX , в случае 
применения ДПФ-П, является параметрической цирку-
лянтной матрицей [6] и определяется следующим обра-
зом: 
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Как известно, теория спектрального анализа дис-
кретных сигналов на конечных интервалах в любом дис-
кретном полном базисе основывается на трех основных 
и взаимосвязанных положениях [6, 8]: 

– определение сигнала на конечном множестве N точек; 
– определение сдвига сигнала как некоторой пере-

становки его отсчетов; 
– определение полной (желательно ортогональной) 

системы дискретных базисных функций. 
В рамках ДПФ-П все вышеперечисленные основные 

положения теории спектрального анализа дискретных 
сигналов на конечных интервалах определены. Следует 
отметить, что для построения эффективной теории спек-
тральных измерений, основанной на той или иной ба-
зисной системе, крайне важно, чтобы выбранная дис-
кретная базисная система кроме полноты и ортогональ-
ности обладала и свойством мультипликативности [9]. 
Перечисленные свойства той или иной базисной систе-
мы позволяют строить основы спектральной теории, в 
рамках которой возможно создание «привычного» поня-
тийного и теоретического аппарата, в частности, разра-
ботка быстрых алгоритмов измерения спектра. 

Базисные системы ДЭФ-П ( )( , , ) p l
p Ndef p l W     

2exp ( ) ,j p l
N
      

0 1  ; , 0, 1p l N  , при 

0   кроме полноты и ортогональности обладают свой-
ством мультипликативности по одной из двух дискрет-

ных переменных ,p l  – по переменной l . Напомним, что 
при 0   базис ДЭФ-П переходит в базис ДЭФ, кото-
рый, как известно, является полным, ортогональным и 
мультипликативным по обеим дискретным переменным 
базисом. 

Используя метод собственных преобразований, мож-
но показать [6, 9], что ДПФ-П является собственным 
преобразованием параметрической циркулянтной мат-
рицы Cθ (8). Поэтому для ДПФ-П сигнала ( )x n , 

0, 1n N   можно ввести понятия параметрического 
энергетического фурье-спектра , ( )NG k  и параметриче-

ского фурье-спектра мощности , ( )NP k  [6]: 

2( )
( ) ( )N

N N
P k

G k N S k
f

 


, 2( ) ( )N NP k S k , 

1f
N

  . (9) 

Переход от нормированной f к «истинной» истf  

осуществляется согласно выражению, ист sf f F    , 
где sF  - частота дискретизации сигнала ( )x n . 

Остановимся кратко на вопросе взаимосвязи дис-
кретно-временного преобразования Фурье (ДВПФ) и 
ДПФ-П сигнала, заданного на конечном интервале, с 
ДПФ сигнала, заданного на конечном интервале и под-
вергнутого дополнению нулями. 
Взаимосвязь ДПФ-П и ДВПФ сигнала, заданного  
на конечном интервале, с ДПФ сигнала, 
подвергнутого операции дополнения нулями  

Известно, что ДВПФ [5] представляет собой z-пре-
образование сигнала ( )x n  (1), вычисленное на единич-
ной окружности: 

exp( 2 )
( ) ( )

z j f
S f S z
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1 1
2 2

f   . (10) 

Коэффициенты ДПФ-П ( , )NS k   последовательности 

( ), 0, 1x n n N   по определению (4,6) равны значениям 

ее z-преобразования в точках  2 ( )k N  , 

0,( 1)k N  , 0 1  , равномерно расположенных на 
единичной окружности (рис. 1).  

С точки зрения приложений важно учитывать, что ме-
тод ДПФ наряду с достоинствами, имеет и ряд недостат-
ков, связанных с проявлением специфических эффек-
тов, сопровождающих его практическое применение. 
Здесь отметим два из них. 

– ДПФ не дает ответа на вопрос: каковы значения  
z-преобразования последовательности ( ), 0, 1x n n N   
(значения ДВПФ) между этими точками, порождая так 
называемый эффект частокола [4]. 

– Применению ДПФ сопутствует еще одно явление, 
называемое в отечественной научной литературе эф-
фектом паразитной модуляции спектра, а в зарубежной - 




