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Рассматриваются две аддитивные модели многомерного вре-
менного ряда: модель, полученная в результате выполнения мно-
гомерного сингулярного спектрального анализа (MSSA), и модель, 
построенная как декомпозиция ряда на эмпирические моды (EMD). 
Первая модель предполагает также экстраполяцию рядов по ли-
нейным рекуррентным формулам, а вторая может быть исполь-
зована лишь как элемент предобработки при решении задачи про-
гноза. Авторами делается попытка совместного использования 
моделей класса EMD и MSSA при решении задачи краткосрочного 
прогноза, что является новизной публикации, а также предлага-
ется сравнительный анализ результатов экстраполяции много-
мерных временных рядов, предобработанных в соответствии с 
различными модификациями EMD. Целевой характеристикой для 
экспериментов выбраны аномалии уровня моря, исследуемая об-
ласть – некоторая акватория Арктики. 
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Введение 

Моделирование природных динамических 
процессов в большинстве случаев приводит к 
построению многопараметрических математи-
ческих моделей, например, в виде систем диф-
ференциальных уравнений [1-2]. Зачастую пара-
метры таких моделей не могут быть измерены 
или оценены с приемлемой точностью, что су-
щественно снижает практическую ценность та-
ких построений для прикладных исследований. В 
качестве альтернативы используется подход, основанный 
на формировании и анализе многомерных временных 
рядов по регулярно обновляемым данным естественно-
научной природы, накапливаемым в заданной прост-
ранственной области и отражающих пространственно-
временную изменчивость той или иной характеристики 
исследуемого динамического процесса. Такой подход 
особенно эффективен в случаях, когда природная дина-
мическая система (область атмосферы, акватория океана 
и т.д.) испытывает большое количество трудно фикси-
руемых в отдельности внешних воздействий, а среди мно-
гочисленных характеристик состояния этой системы прак-
тический интерес представляют лишь некоторые из них. 
Известные методы анализа многомерных временных ря-
дов, как правило, представляют собой обобщения мето-
дик статистического анализа их одномерных аналогов. В 
результате, к каждому ряду применяются ограничения, 
связанные, прежде всего, с требованием стационарности, 
так как корректность статистических моделей (например, 
ARIMA [3]), обоснована именно для рядов этого класса. 
Основным инструментом прогностической деятельности 
являются на практике линейные регрессионные модели 
[3]. В рамках моделей, основанных на идее максимально-
го подобия [4], ряды рассматриваются либо в значитель-
ной мере изолированно друг от друга, либо в системе, но 
без использования информации о специфике пространст-
венного распределения исследуемой характеристики. 
Методики анализа пространственно-временной изменчи-
вости с помощью генетических алгоритмов [5] или эмпи-
рических ортогональных функций (по сути, метода глав-
ных компонент) [6] также не предполагают учёта про-

странственного расположения пунктов, проводимые из-
мерения в которых и образуют эти ряды. Таким образом, 
важной задачей является корректное формирование мно-
гомерного ряда, предполагающее, как минимум, что объ-
единяемые в систему одномерные временные ряды 
должны удовлетворять определённым количественным 
критериям, а сама система должна быть физически ин-
терпретируемой. В данной работе будем полагать, что 
временные ряды в пространственном отношении соот-
ветствуют узлам некоторой регулярной сетки, описание 
которой, а также способ построения многомерного ряда 
представлены в следующем разделе. 

Формирование многомерного временного ряда 

В прямоугольной пространственной области  = [a,b]  
 [c,d] R2 задана регулярная сетка  = x  y, где: 

x={xk | a = x0 <…< xn = b, xk = xk-1+hx, k=1,2,…,n}; 
y={yk | c = y0 <…< ym = d, yk = yk-1+hy, k=1,2,…,m}. 

Так как значения любой характеристики, измеренные в 
узлах этой сетки в выбранный момент времени, удобно 
представлять в виде матрицы, а географические коор-
динаты узлов не важны для дальнейших расчётов, регу-
лярная сетка может быть определена как множество пар 
индексов (строчного и столбцового) соответствующих 
узлов:  
G = [1,dr]  [1,dc]   N2 , где dr = m + 1 и dc  = n + 1. 

Очевидно, что при таком определении сетки G её шаг 
по обеим осям равен единице.  

Для каждого узла сетки G известен временной ряд, 
отражающий временную изменчивость целевой харак-
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теристики исследуемого динамического процесса, при-
чём временные ряды для каждого из узлов сформирова-
ны единообразно: совпадают стартовый временной от-
счёт, шаг по времени между измерениями и анализи-
руемая длина временного ряда (временной интервал 
или количество отсчетов). Такой подход к форми-
рованию временных рядов позволяет говорить, что в 
области  задан многомерный временной ряд 

 1 2, ,..., s
T T T TF F F F  длины T, где s = dr·dc. Понятно, что в 

силу упомянутых ограничений, ряд FT может быть сфор-
мирован по измеренным данным, вероятно, лишь в ре-
зультате некоторой их аппроксимации. 

Методика прогноза 

Основным прогностическим средством в данной рабо-
те является метод K-продолжения многомерного времен-
ного ряда, предполагающий проведение многомерного 
сингулярного спектрального анализа (далее метод MSSA 
[7]). Известно, что метод MSSA имеет преимущество пе-
ред своим одномерным аналогом из класса SSA только 
при работе с системой согласованных одномерных вре-
менных рядов. Под согласованностью понимается сход-
ство собственных троек сингулярного разложения траек-
торной матрицы каждого из анализируемых рядов в от-
дельности, из чего следует существенная близость сла-
гаемых аддитивной модели каждого ряда. Кроме того, 
желательно обеспечить стационарность исследуемых 
временных рядов, хотя это требование не является обя-
зательным. 

В этой связи предлагаемая вниманию методика фор-
мирования прогноза предполагает предварительную под-
готовку многомерного временного ряда к использованию 
метода MSSA. Эта подготовка включает в себя разбиение 
(кластеризацию) исследуемого многомерного временного 
ряда на конечное число подмножеств временных рядов, 
удовлетворяющих заданному критерию согласованности 
и необходимую предобработку временных рядов (удале-
ние выбросов, сглаживание, взятие разностей, разложе-
ние на аддитивные составляющие и т.д.). Рассмотрим 
указанные составляющие подготовки более детально. 

Кластеризация 

Кластеризация предполагает разбиение множества 
временных рядов, образующих исходный многомерный 
ряд, на конечное число групп, соответствующих так на-
зываемым кластерам. Под кластером понимается такая 
односвязная пространственная область, что для вре-
менных рядов, соответствующих принадлежащим этой 
области узлам пространственной сетки G, количествен-
ное значение некоторого критерия согласованности 
(сходства) превышает наперед заданное значение. Каж-
дому выделенному кластеру соответствует многомерный 
(кластерный) временной ряд, который из сообра- 
жений удобства также будет иметь обозначение 

 1 2, ,..., s
T T T TF F F F , где s равно числу принадлежащих 

кластеру узлов прямоугольной сетки G.  
Введенное понятие кластера позволяет при необхо-

димости использовать этот термин, как для множества 
принадлежащих ему узлов, так и для соответствующего 

ему множества временных рядов – кластерного много-
мерного временного ряда. Каждый из сформированных в 
результате кластеризации кластерных многомерных вре-
менных рядов, объединяет в определенном смысле бо-
лее согласованные одномерные ряды, чем соответст-
вующий всей области G многомерный временной ряд. 
Это позволяет ожидать большей эффективности исполь-
зования для их последующей обработки метода MSSA.  

При группировке (кластеризации) одномерных вре-
менных рядов в качестве критерия степени их согласо-
ванности будем использовать значение коэффициентов 
кросс-корреляции [8-9]. Кроме того, будем руководство-
ваться следующими правилами: 

1) можно группировать узлы, находящиеся внутри пря-
моугольных областей, так как исходная регулярная сетка 
является прямоугольной; 

2) коэффициент кросс-корреляции, вычисленный для 
любой пары узлов (то есть для соответствующей пары 
временных рядов) одного кластера, не должен быть 
меньше наперёд заданного порогового значения; 

3) для любой пары узлов одного кластера наибольшее 
значение коэффициента корреляции для заданных фраг-
ментов соответствующих им рядов должно приходиться 
на нулевой лаг; 

4) кластеры можно укрупнять, объединяя прямоуголь-
ные кластеры в соответствии с заданным алгоритмом: 
объединяются пары имеющих общую пространственную 
границу кластеров с наибольшим значением наименьшего 
коэффициента кросс-корреляции, который вычисляется 
для пар узлов (то есть для соответствующих пар времен-
ных рядов), взятых из разных кластеров. 
Предобработка временных рядов 

Для повышения качества решения задачи прогнозиро-
вания значений временного ряда на заданный горизонт 
целесообразно, как уже отмечалось, осуществить пре-
добработку ряда: удаление выбросов, сглаживание, взя-
тие разностей, разложение на аддитивные составляю-
щие. Кроме того, линейные регрессионные модели (в 
MSSA используется модель этого класса) наиболее эф-
фективны для стационарных временных рядов. В этой 
связи предлагаемая в работе схема предобработки имеет 
в своей основе использование метода эмпирической мо-
довой декомпозиции (EMD [10]). Важно отметить, что этот 
метод разложения на аддитивные составляющие сам по 
себе не позволяет выполнять прогноз, однако зачастую 
применяется на подготовительном этапе в том числе для 
прогноза климатических, метеорологических и океаноло-
гических характеристик [11]. Суть EMD сводится к систе-
матическому построению верхней и нижней огибающих 
одномерного временного ряда: кривых, проходящих через 
локальные минимумы и максимумы. При этом аддитив-
ные компоненты ряда (эмпирические моды) формируются 
в результате вычитания полусумм огибающих из ряда. 
Построение огибающих осуществляется посредством 
интерполяции, например, естественными кубическими 
сплайнами.  

Общим недостатком всех существующих методов, ос-
нованных на интерполяции, в рамках EMD является крае-
вой эффект [12]: необходимо либо использовать первый и 
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последний отсчеты ряда и включать их как граничные 
точки на интерполяционной кривой, либо дополнять ряд 
экстремумами, выходя за пределы ряда. В последнем 
случае придется использовать временные отсчёты, для 
которых данных нет, что не приемлемо при решении за-
дачи прогнозирования. В этой работе предлагается ис-
пользовать граничные точки ряда как точки на огибающих. 
На обеих границах при сплайн-интерполяции естественно 
требовать наличие нулевой второй производной. Это 
требование можно поставить под сомнение из соображе-
ний качества прогноза: для сравнения результатов можно 
использовать, например, условие нулевой первой произ-
водной.  

EMD направлен на выделение именно ортогональных 
компонент в разложении ряда. Процесс построения таких 
аддитивных составляющих получил название просеивания.  

Последовательно генерируемые разности ряда и по-
лусуммы его огибающих будут иметь большую степень 
стационарности, чем исходный ряд, поэтому можно пред-
положить, что использование линейной регрессионной 
модели MSSA к аддитивным составляющим, выделяемым 
в рамках идей EMD, будет более эффективным. Компо-
ненты каждого одномерного ряда с одинаковыми номера-
ми формируют новые многомерные временные ряды, к 
каждому из которых применяется MSSA, а результаты 
прогноза для каждого из них суммируются с целью полу-
чения итогового значения. 

Важно отметить, что метод EMD был разработан для 
одномерных временных рядов. В процессе просеивания 
определяется количество аддитивных компонент каждого 
ряда в отдельности. Очевидно, что сильная положитель-
ная корреляционная связь не может быть гарантией сов-
падения аддитивных моделей всех рядов многомерного 
временного ряда по структуре (числу компонент). Струк-
турная несогласованность моделей для одномерных ря-
дов системы приводит либо к невозможности применения 
MSSA для анализа многомерного временного ряда, либо к 
необходимости отбрасывания некоторых компонент раз-
ложения для части рядов, что не может быть физически 
интерпретируемо. 

Для адаптации EMD к задаче многомерного прогноза 
можно использовать следующие модификации:   

1) отказаться от процесса просеивания (и ортогональ-
ности компонент, как следствие), введя критерий остано-
ва, гарантирующий одно и то же число компонент в раз-
ложении всех рядов; 

2) строить огибающие так, чтобы они проходили через 
точки, у которых номера временных отсчётов были бы 
одинаковы для всех рядов. 

Далее будут представлены эксперименты для сле-
дующих модификаций первого типа: 

1) разложение каждого временного ряда, входящего в 
исследуемый многомерный ряд, на 4 компоненты: три из них 
являются полусуммами огибающих, а четвёртая – остаток; 

2) разложение каждого ряда на 4 компоненты: первые 
три формируются в результате сплайн-интерполяции че-
рез точки, полученные при вычислении полусуммы кусоч-
но-линейных огибающих, а последняя – остаток. 

В настоящее время можно выделить две основные 
работы [13-14] по адаптации идей EMD для многомерно-
го случая (в общем виде). Если в процессе декомпози-
ции стремиться выделять в достаточной степени ортого-
нальные и стационарные компоненты, то можно принять 
подход из статьи [13]. Рассмотрим вектор-функцию F(t), 
которая вводится для интерполяции значений много-
мерного временного ряда FT и является непрерывно 
дифференцируемой, 1( )t CF : 

Так как понятие экстремума для вектор-функций в 
общем случае не определено, авторы [13] предлагают 
понятие экстремумов осцилляции (oscillation extrema) как 
множества локальных минимумов скалярной функции 

( )t :
2

( )t d
dt  F , где .  используется для обозначе-

ния евклидовой нормы. Легко видеть, что множество 
экстремумов осцилляции в случае скалярной функции 
F(t) включает в себя как экстремумы в классическом 
смысле, так и седловые точки этой функции. Для каждо-
го временного ряда в отдельности строится пара оги-
бающих, одна из которых проходит через экстремумы 
осцилляции с чётными номерами, а другая – с нечётны-
ми. Граничные точки каждого ряда также используются 
для вычисления огибающих. Важно, что все огибающие 
в качестве узловых точек используют одни и те же вре-
менные отсчёты. 

Вычислительный эксперимент 

Для оценки практической эффективности предлагае-
мой методики анализа и прогнозирования многомерного 
временного ряда была проведена серия вычислительных 
экспериментов для различных сочетаний и модификаций 
конкретных реализаций основных ее составляющих. Ре-
зультирующие методы представлены в таблице: 

Обозначение Характеристика 
MSSA Многомерное K-продолжение, инструмент многомерного сингулярного спектрального анализа 
MEMD1d 
MEMD2d 

Многомерный вариант декомпозиции на эмпирические моды, использующий множество экстремумов ос-
цилляции для интерполяции; огибающие строятся с помощью сплайнов, условие на границе (нижний ин-
декс в названии) – нулевая первая производная (1d) или вторая (2d); прогноз для каждой многомерной эм-
пирической моды проводится по MSSA  

E1d 
E2d 

Аддитивными компонентами объявляются три последовательно взятые полусуммы огибающих, построен-
ных путём сплайн-интерполяции, а также остаток ряда, полученный в результате серии вычитаний; про-
гноз компонент по MSSA; нижний индекс интерпретируется аналогично предыдущему пункту 

LE1d 
LE2d 

Аддитивными компонентами объявляются три последовательно взятые полусуммы огибающих и остаток; в 
отличие от предыдущего пункта огибающие являются кусочно-линейными функциями, а их полусумма 
вычисляется только в точках локальных экстремумов, а затем интерполируется сплайнами; прогноз компо-
нент по MSSA; нижний индекс интерпретируется аналогично предыдущему пункту 




