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Исследованы быстродействующие алгоритмы воспроизведе-

ния функций  2 2Z A B  , arctg(A/B)   с оптимизацией  вы-
числительного процесса по точностным характеристикам, 
быстродействию и программно-аппаратным затратам на приме-
рах измерений амплитуд сигналов с неизвестной начальной фа-
зой, напряжений переменного тока и фазовых углов. 
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Введение 

При вычислении амплитуд сигналов со слу-
чайной начальной фазой по квадратурным составляю-
щим А и В прямая форма реализации преобразования 
комплексного сигнала из алгебраического представле-
ния в экспоненциальное использует выражение 

2 2Z= A B [1]. В радиолокационных станциях вычис-
ление амплитуды такого сигнала  должно производиться 
в реальном масштабе времени в каждом текущем эле-
менте разрешения по дальности, например, с линейным 
размером в 1 м, что соответствует временному интерва-
лу вычислений 6,6 нс. При этом необходимо обеспечить 
относительную приведенную погрешность результата 
измерений порядка (0,4…2.5)%. Сравнительный анализ 
и улучшение методов вычисления стандартных функций, 
преобразования координат, совершенствования специа-
лизированных вычислителей проведено в [2-7]. В тоже 
время имеются потенциальные возможности упрощения 
реализации  функциональных зависимостей путём пред-
варительного моделирования вычислительного процес-
са. Обеспечение предельных, оптимальных соотноше-
ний показателей точности, быстродействия и программ-
но-аппаратных затрат на основе применения и совер-
шенствования методов компьютерной математики по-
вышает эффективность вычислительных структур си-
стем цифровой обработки сигналов.  

Цель данной статьи – совершенствование быстро-
действующих методов и алгоритмов совместного вычис-

ления функций 2 2Z A B   и arctg(A/B)  . В спе-
циализированных вычислителях систем цифровой обра-
ботки сигналов при исключении невостребованной избы-
точной точности с формированием порядка от 3 до 64-х 
значащих двоичных разрядов в формате с фиксирован-
ной запятой перед старшим разрядом исследуются ме-
тоды обеспечения максимального приращения количе-
ства значащих цифр представления результата (М) при 
соответствующем ему минимальном увеличении числа 
вычислительных операций N и обращений к памяти P. 

Вычисление амплитуды сигнала 
Для ускоренного приближенного нахождения значе-

ния амплитуды сигнала Z  по его квадратурным состав-

ляющим А и В был предложен алгоритм с проверкой 
одного условия соотношения значений А и В [8]: 
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Этот алгоритм обеспечивает максимальную относи-
тельную погрешность δмо=4,08% при 4-х операциях N + 
P: сравнение, умножение, сложение и извлечение кон-
станты. Текущее значение относительной погрешности 
определялось выражением 

М 1 1/ 2 100%M M    ,  (2) 

где М 1 – эталонное значение 2 2A B , а М 2 – ап-
проксимируемое в соответствии с (1). При исключении 
масштабирующего коэффициента 1,04 в (1) число опе-
раций N + P возрастает до 6. В то же время для вычисле-
ния на интервале [0;1]x с погрешностью 4,6% только 

для полинома наилучшего приближения 0,0459x    
(2,866 (4,172 2,305 ))x x x    требуется реализовать 10 

операций: 6 N и 4 P. При вычислениях по алгоритму (1) 
не происходит как переполнения разрядной сетки, так и 
исчезновения порядка чисел А и В [7]. 

Для уменьшения значения погрешности введем 
большее число секторов (подинтервалов) аппроксима-
ции, определяемых дополнительными условиями про-
верки числа соотношений А и В. При двух условиях 
сравнения соотношений получены полиномы, аппрокси-

мирующие функцию Z= 2 2A B  (рис. 1 а) с значением 
погрешности δмо менее 1,4% (рис. 1 б). График строился 
для диапазона значений А и В от 0 до 99. В соответствии 
с (2) введение других интервалов переменных не изме-
няет график значений погрешности. При реализации 
алгоритма преобразования, представленного на рис. 1а, 
необходимо выполнить 9 N+P операций и хранить в па-
мяти 5 констант. По сравнению с алгоритмом (1) с одним 
условием при увеличении числа операций на 3 погреш-
ность δмо уменьшается в 2,9 раза. 
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Рис. 1. Структурная схема (а)  
и график погрешности (б) алгоритма вычисления функции 

Z= 2 2A B  с двумя условиями 

Дальнейшее увеличение количества условий услож-
няет реализацию алгоритма. В связи с этим для цифро-
вых систем с более высокими классами точности предпо-
чтительнее использовать непосредственные методы вы-
числения квадратного корня [4, 5]. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Структурные схемы алгоритмов  
с 3-мя (а) и 4-мя (б) условиями 

При введении 3-х условий (рис. 2 а) погрешность δмо 
уменьшилась до 0,5 %, что в 2,8 раза меньше чем для 
алгоритма с двумя условиями. Число операций N + P на 
самой длинной ветви алгоритма соответствует 12, а в 
памяти необходимо хранить 8 констант. Для алгоритма с 
4-мя условиями (рис. 2 б) погрешность не превышает 
0,26 % при реализации процесса за 15 операций. В памя-
ти необходимо хранить 11 констант. При увеличении чис-
ла операций N + P на 3 погрешность уменьшилась почти 
в 2 раза, что соответствует увеличению числа двоичных 
цифр результата М только на 1. 
Преобразование ортогональных  
составляющих сигнала в фазу 

Для определения фазы используем аппроксимацию 
функции ( / )arctg А В   на интервале [0 ;90 ]     с пос-

ледующим нахождении фазы в диапазоне [0 ;360 ]     по 
знаковым разрядам составляющих А и В. Для упроще-
ния вычислений еще раз сократим интервалы изменения 
аргумента и функции соответственно до [0;1]х , 

[0 ;45 ]    (здесь х=А/В при А≥В). При А≥В вычисле-

ния производятся по алгоритму ( / )arctg А В  . Если  

А < B, то вычисляется значение угла ' ( / )arctg В А  . 
Для получения действительного значения используется 
формула β = 90° – β'. Путем моделирования на интер-
вале [0;1]х  (при А≥В) для трех подинтервалов ап-
проксимации, определенных 3-мя условиями отношения 
ортогональных составляющих (рис. 2 а) и трех подин-
тервалов с равными максимальными абсолютными зна-
чениями погрешностей δ = |Ln(x) – arct(х)| приближения 
функции полиномами Ln(x) получен набор схем аппрок-
симации 1.1, 1.2 и 2.1, 2.2 соответственно (табл. 1). Схе-
мы 1.1 и 1.2 не обеспечивают равные максимальные 
погрешности на каждом из подинтервалов всего интер-
вала от 0 до 1 (рис. 3), но исключаются 4 дополнитель-
ные операции (2 сравнения и 2 извлечения констант). 
Это обеспечивает в целом выигрыш по сравнению со 
схемами 2.1 и 2.2. Так, для схемы 1.2 по сравнению со 
схемой 2.1 получаем при меньшем количестве операций 
вычисления ( / )arctg А В   выигрыш по точности в 
3,53·10-3 / 3,066·10-4 = 11,5 раз. Для схемы 1.2 также име-
ем выигрыш по точности в 1,3·10-3 / 3,066·10-4 = = 4,24 
раза по сравнению с использованием полинома наилуч-
шего приближения на интервале аппроксимации от 0  
до 1 по схеме 3 (табл. 1). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Погрешности аппроксимации полиномами первой (а) 
и второй степени (б), приведёнными в соответствии  

с алгоритмом для рис. 2 а  

Операция деления А/В заменяется операцией умноже-
ния числителя на обратную величину знаменателя: А/В 

= А×(1/В). Функция ( ) 1/F B В  аппроксимируется в 
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Таблица 1. Полиномы для аппроксимации функции арктангенса при х [0;1]. 

Схема Полином наилучшего приближения Подинтервал  
(интервал) 

Максимальная 
погрешность 

Число 
операций 

1.1 0,975x+0,001 0; 0,28  
7,185·10-3 

 
4 0,843x+0,04 0,28; 0,58 

0,617x+0,174 0,58; 1 
1.2 x(1,011773-0,131118х)  0; 0,28  

3,066·10-4 
 

7 - 0,011526 + х (1,100332 -0,300443х)  0,28; 0,58 
- 0,005932 + х (1,089098 -0,297799х) 0,58; 1 

2.1 0,9528x+0,0034 0; 0,393  
3,53·10-3 

 
8 0,7731x+0,0741 0,393; 0,689 

0,5855x+0,2033 0,689; 1 
2.2 

 
- 0,0001308 + х (1,01004 -0,114636х) 0; 0,24  

1,4·10-4 
 

11 - 0,010573 + х (1,0957497 -0,2951596х) 0,24; 0,59 
- 0,004363 + х (1,085874 – 0,2962549х) 0,59; 1 

3 x(1,02687+x(-0,1649-0,0779x)) 0; 1 1,3·10-3 8 
Таблица 2. Аппроксимация функции ( ) 1/F B В  

Подинтервалы 
аппроксимации полином наилучшего приближения MА  

[0,03;1] 40+B(-404+ B(1379+B(-1830 + 819В))) 4 
[0,004;0,03] 506+B(-89604+ B(6948525+B(-240965372+ 3051998356В))) 5,1 
[2-10;0,004] 2671+B(-2674061+ B(1255458564+B(-277781760978 + 23324283858392B))) 5,3 

диапазоне B[2-10;1] (табл. 2) тремя полиномами 
наилучшего приближения на трех подинтервалах с при-
мерно равными абсолютными максимальные значения 
погрешностей, причем 5.3MА  . При реализации алго-
ритма число операций равно 17: проверка двух условий, 
выполнение 8-ми алгебраических операций, извлечение 
из памяти одновременно 7-ми констант. Для интервала 
B[2-10;1] получено значение приведенной относительной 
погрешности результата 0,53 %. В соответствии с табл. 2 
это значение получено по отношению к максимальной ве-
личине функции 1/B=1/2-10=1024. Этот метод вычислений 
при значении погрешности более 0,5 % будет более эф-
фективным чем итерационный [9, 10]. 

Заключение  
Алгоритмы преобразования ортогональных составляющих в 

амплитуду для значений относительной погрешности результата 
от 4 % до 0,26 % по сравнению с алгоритмами с непосредствен-
ным вычислением квадратного корня по схемам аппроксимации 
1L1…2L3 обеспечивают выигрыш по быстродействию в 2…2,75 
раза [5]. При этом не происходит как переполнения разрядной 
сетки, так и исчезновения порядка чисел А и В [7]. Измерение 
фазы с использованием предварительно определенных подин-
тервалов аппроксимации вычисления амплитуды сигнала по 
ортогональным составляющим обеспечивает уменьшение по-
грешности примерно в 10 раз при фиксированных остальных 
критериях вычислительного процесса. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 14-07-00293. 
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HIGH-SPEED ALGORITHMS  
OF THE SIGNAL ORTHOGONAL 
COMPONENTS TRANSFORMATION  
IN AMPLITUDE AND PHASE 
Chekushkin V.V., Panteleev I.V.,  
Mikheev K.V. 

A study of fast-speed algorithms of the joint computation of the 

functions 2 2R A B  , arctg(A/B)   from the viewpoint of 
optimization of the computational process criteria: precision charac-
teristics, high-speed operation and hardware and software costs on 
the base of the examples of measurement of amplitudes of signals 
with unknown initial phase, AC voltage and phase angles, shaft 
vibration parameters, implementation of transformation of a com-
plex signal from the algebraic representation to the exponential one 
has been conducted. 




