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Предложено оценивать спектральную плотность импульсных 
случайных процессов, оценивая квадрат модуля характеристиче-
ской функции параметров, характеризующих временное положение 
импульсов. Проведен статистический анализ оценки квадрата мо-
дуля характеристической функции, приведены результаты моде-
лирования. 
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Spectral density of pulse random processes is offered to be estimated by estimating the module square of parameter characteristic 
functions which characterize temporary position of pulses. Statistical analysis to estimate characteristic function module square is 
made, the results of modeling are given. 
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Введение 

Многие задачи, возникающие при обработке 
сигналов в радиолокационных, радионавигаци-
онных, связных системах сводятся к анализу импульс-
ных случайных процессов (ИСП). Такие сигналы могут 
выступать как в роли носителя полезной информации, 
так и быть помехой. Учитывая, что обработка сигналов 
зачастую производится в спектральной области, акту-
альной является оценивание спектральных плотностей 
мощности ИСП, причем на практике зачастую приходит-
ся оценивать спектральную плотность мощности (СПМ) 
по одной реализации процесса.  

Произвольный ИСП представим в виде 
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где nА и nt  – амплитуда и время появления n -го импуль-

са; )(tf  – функция, описывающая форму импульсов. 

СПМ многих типов ИСП вида (1) приведены в рабо-
тах [1…5]. Получены соотношения для СПМ ИСП одина-
ковой амплитуды и формы, возникающие в случайные 
моменты времени относительно тактовых интервалов, 
то есть   

nn nTt  0 , (2) 
где 0T  – детерминированный тактовый интервал; n  – 
отклонение от n -го тактового интервала n -го импульса. 
Также получены соотношения для СПМ ИСП, состоящих 
из импульсов случайной длительности, возникающих на 
детерминированных тактовых интервалах, для аперио-
дических импульсных последовательностей, для групп 
случайных импульсов. Для таких импульсных случайных 
последовательностей, возникающих в случайные мо-
менты времени, общим является зависимость формы 

СПМ от характеристической функции (ХФ) момента 
времени появления импульсов. В качестве примера 
приведем СПМ двух типов ИСП. 

1. СПМ импульсной последовательности, состоящей 
из независимых импульсов с одинаковыми амплитудами 
A  и постоянной длительностью, возникающих в слу-

чайные моменты времени относительно тактовых ин-
тервалов 0T  [1] 
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где )(1   j  – ХФ флюктуаций импульсов по положе-
нию; )( jg  – преобразование Фурье функции )(tf  
единичной амплитуды; )(z  – дельта-функция. 

Особенностью СПМ (3) является наличие, кроме не-
прерывной части, дискретных спектральных составляю-
щих, которые возникают на частотах, кратных 02 T . При-
чина их появления – равенство тактовых интервалов.  

2. СПM последовательности, состоящей из незави-
симых импульсов со случайной амплитудой и постоян-
ной длительностью 0 , возникающих в случайные мо-
менты времени, можно представить в виде [1]: 
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где 2, aA   – среднее значение и дисперсия амплитуд 

импульсов; )exp()()( 011   jjj  ; )(1   j  – XФ 
случайной величины, определяющей значения пауз 
между импульсами; T  – среднее значение пауз между 
импульсами. 

Известно [2, 4], что оценки СПМ импульсных после-
довательностей, получаемых с помощью быстрого или 
дискретного преобразований Фурье по одной реализа-
ции процесса, являются несостоятельными (здесь и да-
лее термин состоятельность понимается в среднеквад-
ратичном смысле). Традиционный путь получения со-
стоятельных оценок – усреднение выборочных СПМ, 
полученных по ансамблю реализаций ИСП. Такой путь 
получения состоятельных оценок на практике не всегда 
возможен. Сглаживание [6] выборочных СПМ с помо-
щью спектральных окон также не позволяет полностью 
решить проблему получения состоятельных оценок, 
поскольку для ИСП с детерминированным тактовым 
интервалом характерно наличие в спектре дискретных 
спектральных составляющих, обусловленных периодич-
ностью импульсного процесса. Попадание таких спек-
тральных составляющих в полосу спектрального окна 
приводит к увеличению смещения оценки.  

Из (3, 4) следует, что для определения оценки СПМ 
необходимо оценить те параметры ИСП, от которых 
зависит СПМ, а затем вычислить спектр в соответствии 
с выражениями (3, 4). 

Полагая, что отдельные импульсы ИСП обнаружи-
ваются с вероятностью единица, можно утверждать, что 

оценка таких параметров, как 0T , T , A , 2
a  сложности 

не представляет. Отметим, что оценки этих параметров 
состоятельны [1, 3]. Статистические характеристики 
оценок СПМ в значительной мере будут зависеть от 
поведения оценок ХФ. Более того, СПМ импульсных 
последовательностей с точностью до постоянного мно-
жителя (или постоянного слагаемого) будет определять-
ся ХФ. Поэтому возникает задача определения стати-
стических характеристик оценок ХФ параметров ИСП. 
При состоятельной оценке ХФ будут состоятельными и 
оценки СПМ ИСП.  

Статистические характеристики оценки  
квадрата модуля характеристической функции  

Будем считать, что имеется k -тая реализация им-
пульсной последовательности, состоящей из N  им-
пульсов. Заданы априорные сведения о модели ИСП во 
временной области.  

Для ИСП, СПM которого имеет вид (3), определены 
время 0T  и время отклонения импульсов 
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ИСП, СПM которого имеет вид (4), произведена оценка 
таких параметров, как средняя амплитуда импульсов 

,A  дисперсия амплитуды импульсов 2 , среднее зна-
чение пауз T  и длительность импульсов. Измерены 
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Будем полагать, что последовательности ,)(k
n  

Nn ,1  (для последовательности пауз 1,1  Nn ) яв-
ляются k -ми реализациями дельта-коррелированных 
эргодических случайных процессов с дискретным вре-
менем.  

Поскольку, согласно определению, ХФ [1] случайной 
величины   равна  

)}{exp()(  jMj  ,    (5) 
где M  – символ математического ожидания. 

В качестве оценки ХФ )(  j  примем соотношение 

)exp(1)(ˆ )(

1

k
n

N

n

j
N

j  


 ,  (6) 

а в качестве оценки квадрата модуля ХФ соотношение 
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где N  – число импульсов в реализации ИСП.  
Представим двойную сумму в квадрате модуля оцен-

ки (7) в виде    21
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 и определим 

математическое ожидание каждой суммы. В результате 
получим, что 

    22 11ˆ  j
N

N
N

M 








 ,   (8) 

Из (8) следует, что оценка   2ˆ  j  является асимп-

тотически несмещенной, поскольку ее смещение 
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Для нахождения дисперсии оценки квадрата  
модуля ХФ необходимо определить 
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   kn jj   expexp . Определяя среднее значение 
сумм и учитывая выражение (8), дисперсию квадрата 
модуля представим в виде: 
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Из выражения (10) также следует, что при значении 
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2/1 N . То есть из (10) следует, что оценка квадрата 
модуля ХФ также является состоятельной, поскольку 




