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Рассматриваются БИХ-фильтры нижних частот, оперирующие 
с фиксированной точкой. Представлен сравнительный анализ зави-
симостей выходного отношения шум/сигнал (Ш/C) и длины слова 
коэффициентов от порядка фильтров соответствующих двум 
каскадным структурам на звеньях прямой и оптимальной формы и 
двум структурам на основе фазовых цепей на звеньях прямой и 
волновой формы. Для всех структур фильтров длина слова коэф-
фициентов минимизируется с помощью однопараметрического 
алгоритма вариации исходных параметров. Для каскадных филь-
тров отношение Ш/С минимизируется с помощью встроенной в 
этот алгоритм процедуры эвристической расстановки звеньев. 

УДК 621.372.54 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ЧЕТЫРЕХ СТРУКТУР БИХ-ФИЛЬТРОВ 

Мингазин А.Т., в.н.с., к.т.н., РАДИС Лтд, Москва, Зеленоград, e-mail: alexmin@radis.ru. 

COMPARATIVE ANALYSIS OF FOUR IIR FILTER STRUCTURES 

Mingazin A.T. 
The comparative analysis of the output roundoff noise-signal ratio and coefficient wordlength dependences from the filter order for fixed-
point low-pass IIR filters is presented. Тwo cascade filter structures on the direct and optimal form sections and two filter structures based on 
all-pass networks on the direct and wave form sections are discussed. An one-parameter algorithm based on variation of initial parameters 
leads to the minimum coefficient wordlength. А heuristic section allocation procedure built-in this algorithm minimizes the noise-signal ratio 
for the cascade filters.  

Key words: IIR filter, roundoff noise-signal ratio, coefficient wordlength, cascade filter structures, filter structures based on 
all-pass networks, variation of initial parameters, a heuristic section allocation procedure. 

 
Ключевые слова: БИХ-фильтр, отношение 

шум/сигнал, длина слова коэффициентов, кас-
кадные структуры фильтров, структуры филь-
тров на основе фазовых цепей, вариация ис-
ходных параметров, эвристическая расстановка 
звеньев фильтра.  

Введение 

В тех ситуациях, когда ресурсы используе-
мой элементной базы ЦОС достаточно велики 
проектирование цифровых фильтров не пред-
ставляет проблему, поскольку можно не задумы-
ваться о выборе их структуры, об искажениях их частот-
ных/временных характеристик, о возникающих в них 
шумах и паразитных колебаниях, обусловленных конеч-
ной разрядностью используемой арифметики. В других 
ситуациях, особенно на высоких рабочих частотах при 
жестких требованиях к характеристикам, когда для си-
стемы ЦОС, реализуемой на заказных или полу-
заказных СБИС, важно минимизировать площадь кри-
сталла, мощность потребления и получить максималь-
ное быстродействие, проблема проектирования цифро-
вых фильтров для таких систем, остается чрезвычайно 
сложной и по существу нерешенной, поскольку связана 
в общем случае с одновременным решением задачи 
целочисленного нелинейного программирования, синте-
за структуры и обеспечения устойчивости нелинейных 
цепей. Поэтому на практике обычно используется 
упрощенное проектирование для известных или вновь 
предлагаемых структур фильтров с применением тех 
или иных методов синтеза фильтров с квантованными 
коэффициентами. Сравнение полученных решений поз-
воляет выбрать из них наилучшее.  

Несмотря на большой накопленный опыт в области 
проектирования цифровых фильтров явно не хватает 
публикаций, таких как, например, [1-3], в которых про-
водится сравнительный анализ ряда структур цифровых 
БИХ-фильтров в условиях конечной арифметики. Так в 
[1] сравниваются уровни усиления шума округления 
фазовых звеньев волновой и прямой формы, звеньев 
Митры-Хирано, а также уровни усиления шума и длина 

слова коэффициентов фильтров нижних частот на осно-
ве этих звеньев. Анализу уровней усиления шума кас-
кадных фильтров нижних частот с непрерывными коэф-
фициентами на звеньях прямой, канонической и опти-
мальной формы посвящена работа [2], где также сопо-
ставлены простые правила и оптимальный метод по-
люсно-нулевой расстановки для минимизации этих 
уровней. В [3] проводится анализ полосовых фильтров 
применительно к двум каскадным структурам на звеньях 
прямой и оптимальной формы, а также к двум структу-
рам на основе фазовых цепей на звеньях прямой и вол-
новой (на базе адаптеров из [4]) формы по ряду пара-
метров шума, границе предельного цикла и длине слова 
коэффициентов. Для минимизации длины слова коэф-
фициентов используется однопараметрический алго-
ритм вариации исходных параметров (ВИП), а для ми-
нимизации выходного отношения Ш/С в каскадных 
фильтрах применена встроенная в этот алгоритм проце-
дура из [5], генерирующая пять эвристических расстано-
вок звеньев с одинаковым способом формирования по-
люсно-нулевых пар. Эта процедура приводит к опти-
мальным результатам, в частности полученным в [2], 
или очень близким к таковым. 

В данной статье продолжено исследование четырех 
названных структур БИХ-фильтров, с применением того 
же подхода, что и в [3]. Сравнительный анализ сосредо-
точен на зависимостях отношения Ш/С и длины слова 
коэффициентов от порядка фильтров нижних частот. Как 
и в [1-3] предполагается оперирование всех структур с 
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фиксированной точкой. Материалы статьи были пред-
ставлены на конференции DSPA-2018 и часть из них 
опубликована в трудах [6].  

Описание звеньев  
для четырех структур БИХ-фильтров 

Приведем передаточные функции звеньев, на базе 
которых строятся обсуждаемые фильтры. Структуры 
звеньев хорошо известны (см., например, [1-4]). Индек-
сацию коэффициентов, обозначающую номер звена, 
опустим.  

Каскадные фильтры нижних частот состоят из зве-
ньев не выше второго порядка. Передаточные функции 
звеньев прямой и оптимальной формы имеют вид 

1 2
0 1 2

1 2
1 2

( )
1i
b b z b zH z

a z a z

 

 

 


 
 и 1( ) ( )iH z z d  С I A B ,  

где A, B и С – матрицы 2×2, 2×1 и 1×2, соответственно, 
I – единичная матрица 2×2. Обозначим каскадные 
фильтры на звенья прямой и оптимальной формы как 
КПФ и КОФ. 

Фильтры нижних частот на основе параллельного 
соединения двух фазовых цепей могут быть только не-
четного порядка. Каждая цепь – это каскад звеньев не 
выше второго порядка. Передаточные функции фазо-
вых звеньев второго порядка прямой и волновой формы 
имеют вид 

1 2
2 1

1 2
1 2

( )
1i
a a z zP z

a z a z

 

 

 


 
 и 
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1 2 1
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2 1 1
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. 

Обозначим фильтры на основе фазовых цепей на 
звеньях прямой и волновой формы как ФПФ и ФВФ.   

Положим, что для обсуждаемых фильтров использу-
ется L =1 – масштабирование, которое учитывается в 
коэффициентах представленных передаточных функ-
ций. В фильтрах на основе фазовых цепей такое мас-
штабирование обеспечивается автоматически. Однако 
для уменьшения шума в фильтрах на волновых звеньях 
[4] применим масштабирование внутри этих звеньев с 
помощью множителей равных степени двойки [1, 3]. 

Прежде чем перейти к сравнительному анализу за-
висимостей отношения Ш/С и длины слова коэффици-
ентов от порядка обсуждаемых фильтров проиллюстри-
руем влияние исходных параметров АЧХ на отношение 
Ш/С при фиксированном порядке этих фильтров, затем 
поясним однопараметрический алгоритм ВИП.  

Отношение Ш/С и исходные параметры АЧХ  

Определим отношения шум/сигнал на выходе любо-
го из рассматриваемых фильтров как 

2

2

max

2Ш/С 10 lg 6 10lg 6 ,
3 ( )

GV B R B
H z

     (1) 

где H(z) – передаточная функция фильтра, G – усиле-
ние шума округления переменных в фильтре, V = 1 при  
Vmax ≤ 1 и V = Vmax при Vmax > 1, Vmax – максимум из всех 
максимумов модулей промежуточных передаточных 
функций (в том числе |H(z)|max), подвергнутых L  = 1 –

масштабированию, B – длина слова переменных с уче-
том знака, сохраняемая после округления. Здесь, как и в 
[3], положено, что округление переменных в каждом звене 
фильтров выполняется после суммирования и гармони-
ческий входной сигнал имеет единичную амплитуду. 

Это выражение отличается от представленного в [3] 
наличием параметра V. Поясним введение этого пара-
метра. Сразу отметим, что для рассматриваемых филь-
тров на основе фазовых цепей V = 1. В каскадных же 
фильтрах при принятом способе учета масштабирова-
ния и особенно при малой длине слова коэффициентов, 
максимумы модулей промежуточных передаточных 
функций, могут заметно превышать единицу, что оправ-
дывает появление в (1) параметра V равного в этом слу-
чае Vmax. На практике это означает, что входной сигнал 
спроектированного фильтра при Vmax > 1 должен быть 
ограничен величиной 1/Vmax. Если V ≅ 1, то отличия от-
ношения Ш/С от усиления шума 10lgG и от параметра 
10lgR фиксированы и составляют ≅3 дБ и ≅1,8 дБ, соот-
ветственно. Заметим, что введение V для каскадных 
фильтров существенно увеличивает время оценки (1) на 
компьютере.  

Согласно (1), отношение Ш/С может быть сделано 
сколь угодно малым за счет увеличения длины слова B, 
а уменьшение отношения Ш/С на 6 дБ позволяет 
уменьшить значение B на 1 бит. Далее в тексте будем 
называть отношением Ш/С величину Ш/С+6 В, т.е. пара-
метр 10lg ,R  который не зависит от В.   

Теперь проиллюстрируем зависимость отношения 
Ш/С от исходных параметров АЧХ при фиксированном 
порядке фильтра N. Зададимся следующими требова-
ниями к АЧХ фильтра нижних частот: 
f1n = 0,04; f2n = 0,08; Δamax = 1дБ; a0min = 80 дБ. (2) 

В этом перечне параметров даны две номинальные 
граничные частоты, а также предельно допустимые не-
равномерность и минимальное ослабление, соответ-
ственно в полосе пропускания и задерживания. Частота 
дискретизации положена равной единице. 

Для всех задаваемых далее номинальных граничных 
частот будем сохранять постоянным отношение 
tg(πf2n)/tg(πf1n) = 2,03244 (3) 

которое справедливо для частот в (2). 
На рис.1 показана область допустимых исходных 

параметров (ДИП) фильтра нижних частот Золотарева-
Кауэра 7-го порядка удовлетворяющего требованиям (2). 
На рис. 1 а показана облась со штриховкой, а на рис. 1 б 
без штриховки образующих поверхностей  с началом 
кординат в точке A. Либая точка области ДИП, включая 
ее границы, может быть выбрана в качестве исходной 
для расчета фильтра. Описание подобных областей 
дано в [7]. 

В табл. 1 представлены результаты расчетов отно-
шения Ш/C для характерных точек A,B,…,F области 
ДИП на рис. 1, причем для всех четырех обсуждаемых 
структур БИХ-фильтров. Недостающие координаты (Δa, 
f1, f2) для точек B,С,…,F соответствуют точке A. Как 
видим, разброс полученных зачений отношения Ш/С  
в зависимости от структуры и исходной точки в области 
ДИП  составляет  ≈ 19 дБ.   Для  всех   структур   лучший 
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 а) б) 
Рис. 1. Область ДИП фильтра нижних частот Золотарева-Кауэра со штриховкой (а)  

и без штриховки (б) образующих поверхностей   

Таблица 1.Отношение Ш/C+6 B для характерных точек области ДИП при f1n = 0,04 

Точка в области ДИП   Отношение Ш/C+6B, дБ 
КПФ КОФ ФПФ ФВФ 

А: Δa=Δamax, f1=f1n, f2=f2n 30,2 19,4 22,2 22,4 
B: f1=0,055625 26,0 18,0 18,2 20,7 
C:Δa=0,003244 дБ 21,9 13,0 15,5 17,7 
D:Δa=4,45e-5 дБ,  f1=0,030424 21,0 11,5 15,0 16,9 
E: f2=0,057834 30,1 19,3 22,3 23,0 
F: f2=0,103844 30,2 19,5 22,1 22,2 

Таблица 2. Отношение Ш/C+6 B для характерных точек области ДИП при f1n = 0,25 

Точка в области ДИП  Отношение Ш/C+6B, дБ 
КПФ КОФ ФПФ ФВФ 

А: Δa=Δamax, f1=f1n, f2=f2n 10,9 13,4 3,4 13,3 
B: f1=0,302306 11,0 13,4 3,9 14,6 
C: Δa=0,003244 дБ 5,8 8,4 0,3 9,4 
D: Δa=4,45e-5 дБ,  f1=0,206639 4,7 7,2 -0,4 8,0 
E: f2=0,308259 11,1 13,4 3,8 13,8 
F: f2=0,386248 10,9 13,5 3,2 13,1 

 
результат соответствует точке D, но отличия значений 
для точек С и D (две выделенные строки в табл. 1) 
малы и составляют в зависимости от структуры всего 
0,5-1,4 дБ. Для данных требований лучшей является 
структура КОФ (выделееный столбец). Точка глобаль-
ного минимума отношения Ш/С находится где-то рядом 
с точками C и D, но врядли этот минимум сильно 
отличается от значений, полученных для этих точек. 

В табл. 2 приведены результаты, подобные пред-
ставленным в табл. 1 для тех же Δamax и a0min, что и в 
(2), но при f1n = 0,25 и f2n = 0,354455. Разброс отношений 
Ш/С в зависимости от структуры и исходной точки в 
области ДИП здесь составляет 15 дБ. По прежнему 
лучшиие результаты соответствуют точкам С и D облас-
ти ДИП, но наилучшей является структура ФПФ, а не 
КОФ как в табл. 1. 

Для каскадных структур КПФ и КОФ результаты в 
табл. 1 и табл. 2 соответсвуют применению процедуры 
эвристической расстановки звеньев [5], полюсно-нуле-
вое объединение в которой выполняется по известному 
правилу ближайших полюсов и нулей [2, 3, 5]. Незави-
симо от порядка фильтра в процедуре генерируется 

всего пять расстановок звеньев для выбора варианта с 
наименьшим отношением Ш/С.  

 

Рис. 2. Схема генерирования пяти расстановок звеньев  
для каскадных фильтров нижних (верхних) частот 7-го  

или 8-го порядка 
Схема генерирования расстановок звеньев для кас-

кадных фильтров нижних (верхних) частот 7-го или 8-го 
порядка, которую легко распространить на произволь-
ный порядок N, показана на рис. 2. Варианты II-V полу-
чены из исходного варианта I с расстановкой 4 3 2 1 со-
ответствующей добротностям полюсов Q4<Q3<Q2<Q1 
или их радиусам r4<r3<r2<r1, что для фильтров нижних 
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или верхних частот эквивалентно. В [5] схема генериро-
вания расстановок представлена также и для полосо-
вых (режекторных) фильтров. 

Иллюстрация однопараметрического алгоритм ВИП 

Определим длину слова дробной части коэффи-
циентов фильтра как M = –log2 q, где q – шаг квантова-
ния равный степени двойки.  

В звеньях прямой и оптимальной формы для пред-
ставления коэффициентов могут понадобиться биты 
целой части и бит знака. Для звеньев оптимальной 
формы в составе каскадного фильтра биты целой части 
не требуются при условии, что применен оптимальный 
метод полюсно-нулевой расстановки [2]. В звеньях вол-
новой формы на базе адаптеров [4] коэффициенты все-
гда положительные и меньше единицы. При этом длину 
слова коэффициентов можно уменьшить благодаря их 
модифицированному представлению [3]. Напомним, что 
конфигурации адаптеров и значения их коэффициентов 
зависят от коэффициентов передаточных функции фа-
зовых звеньев Pi(z). Все эти особенности необходимо 
принимать во внимание на практике при окончательном 
выборе одной из обсуждаемых структур фильтров. 

Перейдем к иллюстрации однопараметрического ал-
горитма ВИП, в котором вариации подлежит лишь один 
исходный параметр АЧХ, а именно неравномерность в 
полосе пропускания Δa в диапазоне от Δamin до Δamax. В 
области ДИП на рис. 1 б движение происходит по оси 
Δa от точки C к точке A для каждого значения длины 
слова коэффициентов M = 1,2, … до тех пор, пока для 
некоторых Δa и M не будет найдено допустимое реше-
ние с неравномерностью не более Δamax и ослаблением 
АЧХ не менее a0min. Указанный диапазон Δa содержит 
конечное число интервалов разной длины, каждому из 
которых соответствует свой вектор квантованных ко-
эффициентов. Для соседних интервалов векторы отли-
чаются лишь одним из коэффициентов и причем на ве-
личину q, если только при бесконечно малом прираще-
нии Δa не происходит одновременное изменение не-
скольких квантованных коэффициентов. В процессе 
поиска решения текущий шаг вариации Δa корректиру-
ется, чтобы на каждом интервале выполнялась лишь 
одна проверка АЧХ на допустимость. Для каскадных 
фильтров каждому интервалу соответствует пять рас-
становок звеньев и в случае получения для них допу-
стимых решений выбирается лучший вариант по отно-
шению Ш/С.  

На рис. 3 процесс вариации исходного параметра  
Δa иллюстрируется для структуры ФПФ. Требования к 
АЧХ рассмотрены ранее и указаны в верхней части ри-
сунка. Здесь показаны две зависимости максимальной 
ошибки АЧХ e∞ от исходной неравномерности Δa, кото-
рые соответствуют квантованным при M = 7 (это мини-
мальная длина слова) и непрерывным коэффициентам 
(M = ∞) фильтров Золотарева-Кауэра. При этом 
Δamin = 0,003244 дБ. 

Для допустимых решений на рис. 3 e∞ ≤ 0 дБ. Как ви-
дим при M = 7 имеет место всего три таких решения. 
Поскольку малым значениям Δa, как проиллюстрирова-
но выше, соответствуют меньшие отношения Ш/C, то 

после нахождения первого допустимого решения про-
цесс поиска можно остановить. Однако, при грубом 
квантовании коэффициентов первое допустимое реше-
нию не всегда приводит к наименьшему отношению Ш/C, 
что наблюдалось для каскадных структур фильтров. Тем 
не менее начало поиска от Δa = Δamin до Δamax, а не 
наоборот, позволяет косвенно минимизировать отноше-
ние Ш/C. Очевидно, что если решение получено для Δa, 
близкого к Δamax, то увеличив длину слова коэффициен-
тов и повторив алгоритм ВИП, можно уменьшить отно-
шение Ш/C.  

 

Рис. 3. Зависимости максимальной ошибки АЧХ  
от исходной неравномерности  

Распечатка результатов синтеза для первого допу-
стимого решения на рис. 3 представлена на рис. 4, где 
наряду с коэффициентами приведены исходные данные 
и целый ряд параметров фильтра, которые были де-
тально пояснены в недавно опубликованной статье [3]. 

 

Рис. 4. Распечатка результатов синтеза фильтра  
на основе структуры ФПФ 
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 а) б) 
Рис. 5. АЧХ фильтров нижних частот в основной полосе (а) и в полосе пропускания (б)   

На рис. 5 показаны АЧХ двух фильтров в основной 
полосе частот (а) и в полосе пропускания (б). Значению 
M = ∞ соответствуют непрерывные, а значению M = 7 – 
квантованные коэффициенты. Последние приведены в 
распечатке на рис. 4. Как видим неравномерность и 
ослабление АЧХ при M = 7 согласуются с приведенны-
ми значениями в распечатке. 

Отношение Ш/С, длина слова коэффициентов  
и порядок фильтров 

Проиллюстрируем зависимости отношения Ш/С и 
длины слова коэффициентов от порядка обсуждаемых 
фильтров. Для этого вернемся к требованиям (2), кото-
рым удовлетворяет фильтр Золотарева-Кауэра мини-
мального порядка N = 6 и с ослаблением a0 = a0max ≈ 
≈ 87 дБ. C ростом N при сохранении (2) ослабление бу-
дет расти. С другой стороны, каждому N ≥ 6 при 
a0 = a0min = 80 дБ соответствует свое значение Δamin, 
уменьшающееся с ростом N, так, например, при N = 6 и 
N = 15 имеем Δamin ≈ 0,183 дБ и Δamin ≈ 2,6е-17 дБ. По 
существу Δamin – вектор, значения компонентов которо-
го зависят от N. Будем иметь это ввиду для правильно-
го понимания зависимостей отношения Ш/C от N при 
Δa = Δamin.  

Для каскадных структур КПФ и КОФ на рис. 6 а, б при 
Δa = Δamах и Δa = Δamin представлены три варианта за-
висимостей отношения Ш/C от N, а именно для упро-
щенных расстановок звеньев – в порядке уменьшения 
(кривая 1) и увеличения (кривая 2) полюсных радиусов 
звеньев, а также для лучшей из пяти упомянутых выше 
эвристических расстановок звеньев(кривая 3).  

При Δa = Δamax с ростом N наблюдается увеличение 
отношения Ш/С, причем степень увеличения суще-
ственно меньше для эвристической расстановки звень-
ев в сравнении с двумя другими (≈ 10 дБ против ≈ 40 дБ 
при изменении N от 6 до 15 на рис. 6 а, б).  

Совсем по иному обстоят дела при Δa = Δamin. Так с 
ростом N наблюдается уменьшение отношения Ш/С, 
правда в самом начале кривых и всего на несколько 
децибел, а затем – несущественное увеличение. В этом 

случае кривые 1-3 очень близки, но относительное их 
размещение сохраняется, как и при Δa = Δamax.  

Подъем кривых на рис. 6 а, б объясняется ростом 
количества источников шума и их уровней, а спад – ком-
пенсацией этого роста снижением шума от каждого ис-
точника. 

Как показывают дополнительные расчеты для ряда 
других граничных частот, степень различия кривых 1-3 
примерно сохраняется, причем как при Δa = Δamax, так и 
при Δa = Δamin,  

Для удобства сравнения на рис. 6 в, г даны зависи-
мости отношения Ш/C от N для всех четырех структур 
при Δa = Δamах и Δa = Δamin. Для каскадных структур эти 
зависимости перенесены с рис. 6 а, б и соответствуют 
кривым 3. Наилучший результат дает структура КОФ, а 
наихудший – структура КПФ. 

Зависимости отношения Ш/С от N для квантованных 
коэффициентов показаны на рис. 7 а. Как видим диапазон 
изменения отношение Ш/C составляет ≈ 17 дБ. Здесь 
каждому значению N соответствует определенная длина 
слова коэффициентов, полученная однопараметрическим 
алгоритмом ВИП. Для каскадных фильтров в этот алго-
ритм, как было отмечено выше, встроена процедура эв-
ристической расстановки звеньев. Заметим, что в ряде 
случаев использование этой процедуры вместо двух 
упрощенных расстановок позволяет найти решения с 
меньшей (на 1-2 бита) длиной слова коэффициентов.  

Зависимости длины слова коэффициентов от N пока-
заны на рис. 7 б. Как видим, длина слoва принимает 
значения от 3 до 10 бит. Для структуры ФВФ даны две 
кривые, соответствующие обычному (обозначение ФВФ-1) 
и упомянутому выше модифицированному (обозначение 
ФВФ-2) представлению квантованных коэффициентов. 
Наибольшее снижение длины слова коэффициентов за 
счет увеличения N характерно каскадным структурам. 

Согласно рис. 7 наилучшие результаты для всех зна-
чений N свойственны наиболее сложной структуре КОФ. 
Сильная нерегулярность некоторых кривых на рис. 7 
обусловлена главным образом субоптимальностью од-
нопараметрического алгоритма ВИП отмеченной в [3]. 
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 а) б) 

 

 в) г) 
Рис. 6. Зависимости отношения Ш/С от порядка фильтра  

для структур КПФ (а), КОФ (б), КПФ, КОФ, ФПФ, ФВФ (в, г) при требованиях (2) 

 

 а) б) 
Рис. 7. Зависимости отношения Ш/С для квантованных коэффициентах (а)  

и длины слова коэффициентов (б) от порядка фильтров при требованиях (2) 
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 а) б) 
Рис. 8. Зависимости отношения Ш/С от порядка фильтров для трех значений граничной частоты f1n при непрерывных (а)  

и квантованных коэффициентах (б) 

Дополнительные исследования 

В начале выполним сравнение рассматриваемых за-
висимостей для трех граничных частот f1n = 0,01, 0,25 и 
0,49 при условии (3). Как и в (2) значения Δamax = 1 дБ, 
a0min = 80 дБ. Результаты представлены на рис. 8 и 
рис. 9.  

На рис. 8 показаны зависимости отношения Ш/С от N 
для непрерывных и квантованных коэффициентов, а на 

рис. 9 – соответствующие зависимости длины слова  
коэффициентов от N. Кривые на рис. 8 можно сопоста-
вить с приведенными на рис. 6 г и рис. 7 а, а кривые на 
рис. 9 – с приведенными на рис. 7 б. 

При f1n = 0,01 и f1n = 0,49 наилучшие результаты по 
двум обсуждаемым параметрам свойственны структуре 
КОФ для всех значений N = 6, …, 15. При f1n = 0,25 пре-
имуществом по отношению Ш/С обладают структуры на 
основе фазовых цепей и в большей  степени – структура 
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Рис. 9. Зависимости длины слова коэффициентов от порядка фильтров для трех значений граничной частоты f1n 

 

 а) б) 
Рис.10. Зависимости отношения Ш/С для квантованных коэффициентах (а) и длины слова коэффициентов (б)  

от порядка фильтров при требованиях (4)  
ФВФ, а по длине слова коэффициентов – каскадные 
структуры. Для каскадных структур при f1n = 0,49 и для 
структур на основе фазовых цепей при всех трех значе-
ниях f1n нет смыла увеличивать порядок фильтров бо-
лее чем на 2. 

Выполним теперь сравнение структур для очень ма-
лой неравномерности АЧХ при 
f1n = 0,25, f2n = 0,354455,  

Δamax = 1.e-4 дБ, a0min = 40 дБ.   (4) 
Такие малые значения Δamax как в (4) и даже много 

меньшие имеют место, например, в двухполосных бан-
ках БИХ-фильтров без наложений и амплитудных иска-
жений [8]. Граничные частоты f1n и f2n удовлетворяют 
условию (3), а ослабление a0min подобрано так, чтобы 
точное (нецелочисленное) значение минимального по-
рядка фильтра Золотарева-Кауэра примерно соответ-
ствовало требованиям (2).   
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Для четырех обсуждаемых структур фильтров на 
рис. 10 представлены результаты исследований. На 
рис. 10 а показаны зависимости отношения Ш/С от N 
для квантованных коэффициентов, а на рис. 10 б – за-
висимости длины слова коэффициентов от N. Кривые 
на рис. 10 а и рис. 10 б можно соответственно сопоста-
вить с приведенными на рис. 8 б и рис. 9. 

Относительное расположение кривых на рис. 10 а и 
рис. 8 б (f1n = 0,25) примерно сохраняется; по-прежнему 
структура ФПФ обладает минимальным отношением Ш/С 
для всех N = 6,…,15. В тоже время относительное распо-
ложение кривых на рис. 10 б и рис. 9 (f1n = 0,25) сильно 
отличается. Согласно рис. 10 б, преимуществом по длине 
слова коэффициентов обладают структуры на основе 
фазовых цепей, а не каскадные структуры как на рис. 9.   

Детальное сопоставление двух решений 

Сопоставим два решения, полученных для структуры 
КОФ при N = 6 и N = 11. Звено второго порядка для этой 
структуры содержит 9 умножителей (т.к. имеем 4 коэф-
фициента в матрице A, по 2 – в матрицах B и С и 1 ко-
эффициент d) и 6 двухвходовых сумматоров. Звено пер-
вого порядка содержит 4 умножителя (три коэффициента 
вместо матриц и коэффициенты d) и 2 сумматора.  

В первом случае имеем три звена второго порядка, 
количество умножителей – 9 × 3 = 27 и сумматоров – 
6 × 3 = 18. Во втором – одно звено первого порядка и  
5 – второго, поэтому количество умножителей равно 
9 × 5 + 4 = 49, а сумматоров – 9 × 6 + 2 = 56, что на мно-

го больше чем в первом случае, т.е. структура при N = 6 
много проще чем при N = 11. 

Теперь оценим сложность структур КОФ с учетом 
найденных квантованных коэффициентов. Из рассмотре-
ния кривой для КОФ на рис. 7 а следует, что если длина 
слова переменных при N = 6 равна B бит, то при N = 11 
она может быть равна В - 1 бит, из-за меньшего на ≈ 5 дБ 
отношения Ш/С. Согласно рис. 7 б при N = 6 длина слова 
коэффициентов с учетом знака равна M + 1 = 7 + 1 = 8, а 
при N = 11 – равна M + 1 = 3 + 1 = 4, что сильно упрощает 
параллельные умножители и сумматоры.  

В табл. 3 и 4 представлены квантованные коэффициен-
ты и даны оценки сложности структуры КОФ при N = 6 и 
N = 11 для реализаций на умножителях и c заменой их на 
сумматоры и элементы сдвига. В этих таблицах k× – количе-
ство нетривиальных умножителей, а k+ – количество струк-
турных сумматоров в звене. Тривиальный умножитель – 
умножитель на коэффициент равный степени двойки. 

Для первой реализации общее количество нетриви-
альных умножителей и структурных сумматоров при 
N = 6 равно 23 и 18, соответственно, а при N = 11 эти 
значения равны 18 и 21. Для второй реализации общее 
количество сумматоров (структурные + сумматоры, за-
меняющие все умножители) равно 44 и 38, соответ-
ственно при N = 6 и N = 11. 

Таким образом, с учетом длин слов, указанных в фи-
гурных скобках в табл. 3 и 4, обе реализации при N = 11 
оказываются проще, чем при N = 6, хотя содержат боль-
шее число регистров (элементов задержки). 

Таблица 3. Коэффициенты структуры КОФ при N = 6 и количество элементов в ее реализации 

Звено A B Ct d k×
 k+ 

1  0,9375          0,1953125 1/128 0,9765625 0,0390625 8  
 
6 

 0,171875  0,9375 0,09375 0,0703125 
2  0,9296875    0,1171875 1/128 0,9609375 1/128 7 

-0,0390625    0,9296875 0,15625 0,0546875 
3  0,953125      0,234375 1/64 0,953125 0,203125 8 

-0,2578125     0,953125 0,1796875 0,1015625 
Количество элементов: нетривиальные умножители {≤ 8бит×B бит}: 23  
структурные сумматоры {≤ B+7 бит}: 18 
сумматоры {≤ B+7 бит}, заменяющие умножители: 26 
общее число сумматоров {≤ B+7 бит}: 44  
регистры {B бит}: 6  

Таблица 4. Коэффициенты структуры КОФ при N = 11 и количество элементов в ее реализации 

Звено A B Ct d k×
 k+ 

1  0,75        0        1/4 0,875 1/8 2 2 
 0  0 0 0 

2  0,875     1/4 0 1 1/2 3 4 
-0,375     0,875 1/4 0 

3  0,75       0,375 0 0,875 1/8 4 5 
-1/8         0,75 1/4 1/8 

4  0,875     1/4        0 1 1/8 2 4 
-1/4 0,875 1/4 0 

5  0,75      1/4        0 0,75 0 3 2 
 0 0,75 1/4 0 

6  0,875     1/4 0 0,75 1/2 4 4 
-0,375     0,875 1/2 0 

Количество элементов: нетривиальные умножители {≤ 4бит×(B-1) бит}: 18  
структурные сумматоры {≤ B-1+3 бит}: 21 
сумматоры {≤B-1+3 бит}, заменяющие умножители: 17 
общее число сумматоров {≤ B-1+3 бит}: 38 
регистры {B-1 бит}: 11 
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Заключение 

Рассмотрены четыре структуры БИХ-фильтров ниж-
них частот с фиксированной точкой: две каскадные 
структуры на звеньях прямой и оптимальной формы и 
две – на основе фазовых цепей на звеньях прямой и 
волновой формы. Для минимизации длины слова ко-
эффициентов всех фильтров использован однопара-
метрический алгоритм вариации исходных параметров. 
Для каскадных фильтров отношение Ш/С минимизиро-
вано с помощью встроенной в этот алгоритм процедуры 
эвристической расстановки звеньев. Представлены за-
висимости двух параметров - выходного отношения Ш/С 
и длины слова коэффициентов от порядка фильтров 
для ряда требований к АЧХ. Анализ этих зависимостей 
позволяет отметить следующее. 

Преднамеренно увеличивая порядок фильтров, мож-
но существенно (иногда более чем в 2 раза) уменьшить 
длину слова коэффициентов и практически не ухудшить 
или даже несколько улучшить отношение Ш/С.  

Для каскадных структур с граничными частотами 
вблизи 0,5 и для структур на основе фазовых цепей с 
граничными частотами во всей основной полосе нет 
смыла увеличивать порядок фильтров более чем на 2. 

Для граничных частот вблизи 0 или 0,5 наилучшие ре-
зультаты по двум анализируемым параметрам свойствен-
ны каскадной структуре на звеньях оптимальной формы. 

Для граничных частот в окрестности 0,25 преимуще-
ством по отношению Ш/С обладают структуры на звень-
ях прямой формы и в большей степени – структура на 
основе фазовых цепей, а по длине слова коэффициен-

тов – каскадные структуры. Преимущество каскадных 
структур утрачивается с требованием очень малой не-
равномерности АЧХ в полосе пропускания. 
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Уважаемые коллеги! 

Приглашаем Вас принять участие в формировании тематических выпусков журнала «Цифровая обработка сигна-
лов» и размещению рекламы продукции (услуг) Вашей организации на его страницах. В случае положительного решения 
просим  представить в редакцию журнала Ваши предложения по плановому размещению информационных материалов  
и макет  рекламы продукции (услуг) с указанием желаемого её месторасположения: обложка (2-я, 3-я или 4-я стр.), 
цветная внутренняя полоса (объем полосы ).  

Журнал «Цифровая обработка сигналов» издается с 1999 года. Выходит ежеквартально, тиражом – 700 экз. Распространя-
ется по подписке через агентство «Роспечать» в России (индекс 82185), СНГ и странах Балтии (индекс 20630), а также на Кон-
ференции: «Цифровая обработка сигналов и ее применение – DSPA’».  

Научно-технический журнал «Цифровая обработка сигналов» включен в Перечень изданий, рекомендуемый ВАК РФ для 
публикации результатов научных исследований соискателями ученой степени доктора и кандидата технических наук в области 
радиотехники, связи, вычислительной техники, электроники, приборостроения, информационных технологий, информационно-
измерительных и управляющих систем. По предварительным итогам за 2016 год по рейтингу Science Index базы РИНЦ (3,394) 
журнал «Цифровая обработка сигналов» занимает 344-ю позицию из почти 3000 представленных изданий. Импакт-фактор жур-
нала за 5-летний период цитируемости составил 0,535! 

Планируемые сроки издания отдельных номеров журнала: 
№ 1 март 2019 г. Тематический выпуск: «ЦОС в инфокоммуникационных системах». 
№ 2 июнь 2019 г. Тематический выпуск по материалам 21-й Международной научно-технической конференции  
«Цифровая обработка сигналов и ее применение-DSPA». 
№ 3 сентябрь 2019 г. Тематический выпуск: «Цифровая обработка изображений». 
№ 4 декабрь 2019 г. Тематический выпуск: «ЦОС в радиотехнике и системах телекоммуникаций». 

Ориентировочная стоимость рекламных услуг:  
4-я (внешняя) страница цветной обложки – 25 тысяч рублей. 
2-я и 3-я (внутренние) страницы цветной обложки – 15 тысяч рублей. 
1\2 цветной внутренней полосы – 8 тысяч рублей. 

Ждем Ваших предложений. 
С наилучшими пожеланиями, зам. главного редактора 

д.т.н., профессор Витязев Владимир Викторович, телефон 8-903-834-81-81. 
Предложения прошу направлять по адресу: E-mail: vityazev.v.v@rsreu.ru или info@dspa.ru 
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Исследовано влияние квантования сигналов с гармонической 
амплитудной модуляцией на нелинейные искажения модулирующих 
сигналов при произвольном числе разрядов, для разных способов 
кодирования и аппроксимации чисел.  

Полагали, что для представления чисел используется дробная 
арифметика в прямом или дополнительном кодах с усечением или 
округлением, при разных значениях числа разрядов.  

Квантованный модулированный сигнал демодулируется, рас-
считываются спектр и коэффициент нелинейных искажений вы-
ходного сигнала демодулятора.  

Установлены зависимости искажений модулирующего сигнала 
от числа разрядов, способов представления чисел и коэффициента 
амплитудной модуляции. 

УДК 621.391 

НЕЛИНЕЙНЫЕ ИСКАЖЕНИЯ СИГНАЛОВ С АМПЛИТУДНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ  
ПРИ КВАНТОВАНИИ 

Брюханов Ю.А., д.т.н., зав. кафедрой Ярославского государственного университета им. П.Г. Демидова,  
e-mail: bruhanov@uniyar.ac.ru; 
Лукашевич Ю.А., вед. электроник Ярославского государственного университета им. П.Г. Демидова,  
e-mail: dcslab@uniyar.ac.ru. 

NONLINEAR DISTORTION SIGNALS WITH AMPLITUDE MODULATION  
IN QUANTIZATION 

Bryukhanov Yu.A., Lukashevich Yu.A.  
The effects of quantization of signals with harmonic amplitude modulation on the nonlinear distortion of modulating signals for  
an arbitrary number of digits in the numbers representation and approximation for different methods of coding are investigated. 
Fractional arithmetic in direct or complementary codes with truncation or rounding were assumed for numbers' representation. 
The quantized modulated signal is demodulated and then its nonlinear distortion factor is computed based on the calculated spec-
trum of the demodulated signal. 
The dependences of the modulated signal distortion factor on the number of digits, the method of coding and approximation  
of numbers, as well as on the value of the amplitude modulation coefficient are established. 

Key words: amplitude modulation, quantization, spectral analysis, nonlinear distortion, coding, direct and comple-
mentary codes, demodulation, truncation, rounding.  

 
Ключевые слова: амплитудная модуляция, 

квантование, спектральный анализ, нелиней-
ные искажения, кодирование, прямой и допол-
нительный коды, демодуляция, усечение, округ-
ление.  

Введение 

Магистральным направлением развития тех-
ники радиоприема является постепенный пере-
ход от традиционных схем построения, когда 
функции физического уровня (фильтрация, 
преобразование спектра, демодуляция, усиле-
ние сигналов и т.д.) выполняется аппаратными 
методами, к программно-управляемому 
(Software Controlled Radio – SCR) и далее – к программ-
но-конфигурируемому (Software Defi-ned Radio – SDR), 
адаптивному (Adaptive Radio – AR) и когнитивному 
(Cognitive Radio – CR) радио [1]. Связующим звеном 
между аппаратной и программной частями радиоприем-
ного устройства (РПУ) является аналогово-цифровой 
преобразователь (АЦП), в котором осуществляется дис-
кретизация принимаемого сигнала по времени и кванто-
вание по уровню. 

Вследствие ступенчатого вида характеристики кван-
тователя [2] преобразуемые сигналы претерпевают не-
линейные искажения, называемые эффектами кванто-
вания, ухудшающие технические характеристики РПУ 
такие, как коэффициент нелинейных искажений, избира-
тельность по соседнему каналу, блокирование, интер-
модуляция [3]. Искажения наиболее сильно проявляют-
ся при использовании для представления чисел ариф-
метики с фиксированной запятой. 

Искажения гармонических сигналов при квантовании 
исследованы в работах [4-6]. Влияние квантования на 

искажения модулированных сигналов ранее не рассмат-
ривалось. 

Известны две математические модели процесса 
квантования. Наиболее широкое распространение полу-
чила линейная статистическая модель, согласно кото-
рой характеристика квантователя считается линейной, а 
процесс квантования представляется как наложение на 
входной сигнал квантователя шума квантования, имею-
щего среднее значение и дисперсию, определяемые 
шагом квантования, а также способами кодирования и 
аппроксимации чисел [7]. При этом вклад ошибки кван-
тования измеряется в виде отношения мощности сигна-
ла к дисперсии шума квантования (отношения сиг-
нал/шум). Однако эта модель применима только при 
выполнении следующих условий: во-первых, последова-
тельность значений ошибки является последовательно-
стью выборок стационарного случайного процесса, во-
вторых, последовательность значений ошибки не кор-
релирована с последовательностью точных значений 
сигнала, в-третьих, ошибки не коррелированы между 
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собой (представляют собой белый шум) и, в-четвёртых, 
распределение вероятности ошибки равномерно во 
всем диапазоне ошибок квантования.  

Вышеуказанные предположения до некоторой степе-
ни произвольны. Приведем примеры, когда они невер-
ны: например, если на вход квантователя поступает 
постоянный сигнал или гармонический, дискретизиро-
ванный с частотой, рационально кратной частоте сину-
соиды. В первом случае все ошибки одинаковы и равны, 
а во втором они образуют периодическую последова-
тельность. 

На практике линейная статистическая модель при-
менима, если число уровней квантования и связанное 
с ним число разрядов R в представлении чисел доста-
точно велики. Важно отметить, что линейная статисти-
ческая модель процесса квантования не позволяет 
рассчитать нелинейные искажения сигналов при кван-
товании. 

От этих недостатков свободна более сложная нели-
нейная модель квантования. Она позволяет рассчиты-
вать и процессы при произвольном числе уровней кван-
тования, и возникающие при этом нелинейные искаже-
ния. Эта модель использована, в частности, в работах 
[3-6] для расчета нелинейных искажений гармонических 
сигналов. 

Цель данной работы – исследование влияния кван-
тования сигналов с гармонической амплитудной моду-
ляцией на нелинейные искажения модулирующих сиг-
налов при произвольном числе разрядов R, для разных 
способов кодирования и аппроксимации чисел. 

Анализ нелинейных искажений сигналов  
с гармонической амплитудной модуляцией 

На рис. 1 представлена структурная схема решения 
задачи. Модулированный сигнал x(n) поступает на вход 
квантователя. В демодуляторе квантованный модулиро-
ванный сигнал y(n) преобразуется в модулирующий сиг-
нал Y(n). Перед расчетом коэффициента нелинейных 
искажений K в анализаторе спектра определяется спек-
тральный состав Y(k) сигнала Y(n). 

 

Рис. 1. Структурная схема решения  
поставленной задачи анализа 

В табл. 1 представлены характеристики квантовате-
лей. Здесь 2 Rq   – шаг квантования, [] – целая часть 
числа.  

Спектральные характеристики Y(k) демодулирован-
ного сигнала Y(n) определяем с помощью дискретного 
преобразования Фурье (ДПФ). При этом для целых нор-
мированных периодов T модулирующего сигнала, где 

М Д/ ,T T T  МT  – период модулирующего сигнала, ДT  – 

период дискретизации модулированного сигнала x(n), 
используем классическую формулу [7]  
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Коэффициент нелинейных искажений [8], с учетом 
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При нецелом числе отношения /T P N , где P  и 
N  – простые числа, согласно методике [9, 10] имеем 
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а расчет коэффициента K осуществляем по формулам 
(2) и (3) с заменой T  на P . 

Сигнал с гармонической амплитудной модуляцией на 
входе квантователя выражаем функцией 

0( ) ( )cosx n A n n  , 

где ( ) (1 cos )A n A M n    – огибающая, A  – амплитуда 

несущего колебания, /M A A   – коэффициент ампли-
тудной модуляции, 2 / ,T   0 02 / ,T    0 Н Д/T T T  

– нормированный период несущего колебания, НT  – 
период несущего колебания. На выходе квантователя 
имеем сигнал ( ) ( ( ))y n f x n , где ( )f   – характеристи-
ка квантователя.  

Для выделения модулирующего сигнала используем 
синхронный квадратурный амплитудный детектор [11], 
структурная схема которого приведена на рис. 2. В от-
сутствие квантователя, т.е. при y(n) = x(n), на выходе 
первого сумматора имеем огибающую A(n), а на выходе 
второго сумматора – демодулированный модулирующий 
сигнал ( ) cosY n A n   . 

 

Рис. 2. Структурная схема  
квадратурного амплитудного детектора 

Выполнены расчеты спектральных характеристик 
Y(k) и коэффициента нелинейных искажений K моду- 
лирующего сигнала Y(n) при квантовании сигнала с  
амплитудной модуляцией. Полагали, что амплитуда 
несущего колебания A = 0,5, приведенные частоты не-
сущего колебания 0 0,6    и модулирующего сигнала 

0,06 .    Заметим, что выбор величины A = 0,5 соот-
ветствует максимальному значению амплитуды несуще-
го колебания при М = 1, когда отсутствует переполнение 
разрядной сетки. Для представления чисел использует-
ся дробная арифметика в прямом или дополнительном 
кодах с усечением или округлением, при разных значе-
ниях числа разрядов R и коэффициента M. 
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Таблица 1. Способы представления чисел и вид характеристик квантователя 

Представление чисел Характеристика квантователя ( )f   

Код Аппроксимация Аналитическое выражение График 

Прямой  Усечение 
при | | 1

( )
(1 )sign при | | 1

q q
f q

q q

  
        

     

 

Прямой Округление sign 3при | | 1
2 2( )

3(1 )sign при | | 1
2

qq
qf

qq

   
         

     

 

 
Дополнительный Усечение 1 1

( ) при 1 1
1 при 1

1 при 1

q
q

f q q
q q

q

   
  

        
    
    

 

 

Дополнительный Округление 1 1 1
2

при 1 1
2 2( )

1 при 1
2

1 при 1
2

q
q

q qq
f

qq q

q

   
   

 


        
     

    

 

 
Таблица 2. 

Число разрядов 
Коэффициент нелинейных искажений, % 

Прямой код  Дополнительный код с усечением 
с усечением с округлением 

2 35,6 18,2 44,2 
4 8,86 5,06 10,3 
6 2,38 1,15 2,41 
8 0,58 0,32 0,67 
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Результаты расчетов коэффициента нелинейных ис-
кажений K для коэффициента амплитудной модуляции 
M = 1 представлены в табл. 2, а на рис. 3 приведены 
графики зависимости коэффициента K от числа разря-
дов R. На рис. 3 и ниже кривая 1 соответствует прямому 
коду с усечением, кривая 2 – прямому коду с округлени-
ем, кривая 3 – дополнительному коду с усечением. 

 

Рис. 3. Влияние эффектов квантования  
на нелинейные искажения модулирующего сигнала  
для коэффициента амплитудной модуляции M = 1 

В табл. 3 и на рис. 4 представлены результаты рас-
четов коэффициента нелинейных искажений для коэф-
фициента амплитудной модуляции M = 0,5. 

Таблица 3. 

Число 
разрядов 

Коэффициент нелинейных искажений, % 
Прямой код  Дополнит. код  

с усечением с усечением с округлением 
2 85,1 35,8 89,9 
4 19,0 9,45 20,7 
6 5,15 2,09 5,22 
8 1,11 0,61 1,26 

 

Рис. 4. Влияние эффектов квантования  
на нелинейные искажения модулирующего сигнала  

для коэффициента модуляции M = 0,5 

Результаты расчетов коэффициента нелинейных ис-
кажений K для коэффициента модуляции M = 0,3 пред-
ставлены в табл. 4, а на рис. 5 приведены графики за-
висимости коэффициента K от числа разрядов R. 

Таблица 4. 

Число 
разрядов 

Коэффициент нелинейных искажений, % 
Прямой код  Дополнит. код 

с усечением с усечением с округлением 
2 109,8 70,4 121,4 
4 31,0 16,5 33,7 
6 7,56 4,32 8,63 
8 2,01 1,16 2,14 

 

Рис. 5. Влияние эффектов квантования  
на нелинейные искажения модулирующего сигнала  

для коэффициента модуляции M = 0,3 

Заключение 

Представленные результаты исследований позво-
ляют сделать следующие выводы. 

С увеличением числа разрядов R от 2 до 8 коэффи-
циент нелинейных искажений K уменьшается: 

– при коэффициенте M = 1 от 36,1 до 0,58 % (прямой 
код с усечением), от 26,2 до 0,33% (прямой код с округ-
лением), от 44,2 до 0,67 % (дополнительный код с усе-
чением); 

– при коэффициенте M = 0,5 от 85,1 до 1,11 % (пря-
мой код с усечением), от 35,7 до 0,61 % (прямой код с 
округлением), от 89,9 до 1,26 % (дополнительный код с 
усечением). 

Увеличение нелинейных искажений при использова-
нии дополнительного кода с усечением по сравнению с 
прямым кодом обусловлено асимметрией характеристи-
ки квантователя при использовании дополнительного 
кода с усечением. 

С увеличением числа разрядов R влияние его на ве-
личину коэффициента K уменьшается. При представле-
нии чисел в дополнительном коде с округлением нели-
нейные искажения модулирующего сигнала незначи-
тельно отличаются от таковых, когда используется пря-
мой код с округлением. 

Увеличение искажений с уменьшением коэффици-
ента M обусловлено уменьшением числа действующих 
разрядов R (уровней квантования) в представлении 
чисел. 

Результаты работы могут использоваться при проек-
тировании систем передачи сообщений с цифровой об-
работкой сигналов. 
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Рассмотрена проблема определения минимума максимальной 
взвешенной ошибки аппроксимации АЧХ аналоговых и цифровых 
фильтров Золотарева-Кауэра, Чебышева и Баттерворта. Получены 
два выражения для точного и приближенного определения минимума 
ошибки применительно к фильтрам нижних и верхних частот, поло-
совым и режекторным фильтрам. 

УДК 621.372.54 

МИНИМУМ МАКСИМАЛЬНОЙ ВЗВЕШЕННОЙ ОШИБКИ АППРОКСИМАЦИИ АЧХ 
КЛАССИЧЕСКИХ АНАЛОГОВЫХ И ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

Мингазин А.Т., в.н.с., к.т.н., РАДИС Лтд, Москва, Зеленоград, e-mail: alexmin@radis.ru. 

MINIMUM-OF-MAXIMUM WEIGHTED ERROR IN MAGNITUDE RESPONSE 
APPROXIMATION OF ANALOG AND DIGITAL CLASSICAL FILTERS 

Mingazin A.T. 
The problem of determination of a minimum-of-maximum weighed error in magnitude response approximation of Zolotarev-Cauer, 
Chebyshev and Butterworth analog and digital filters is considered. Two expressions for exact and approximate determination of 
these minimum error in relation to the lowpass and highpass, bandpass and bandstop filters are received. 

Key words: magnitude response approximation, minimum-of-maximum weighted error, analog and digital  
classical filters. 

 

Ключевые слова: аппроксимация АЧХ, ми-
нимум максимальной взвешенной ошибки, клас-
сические аналоговые и цифровые фильтры.  

Введение 

На сайте сети Research Gate был задан во-
прос от W. Sinkala, Botswana Int. University. of 
Science and Technology: «Можно ли минимизи-
ровать пульсации в полосах пропускания и задержива-
ния эллиптического фильтра»? Автор данной статьи 
ответил, что для этого нужно решить алгебраическое 
уравнение четвертой степени, включающее эллиптиче-
ские функции, и что оно громоздко. Кроме того, привел 
числовой пример. Поскольку ответ вызвал интерес у 
многих специалистов, а в известной автору литературе 
четкого ответа на поставленный вопрос нет, то в мате-
риале, представленном ниже, дан более обобщенный 
ответ. Показано, что решение проблемы связано с 
нахождением минимума максимальной взвешенной 
ошибки аппроксимации АЧХ, и действительно для этого 
необходимо решить алгебраическое уравнение четвер-
той степени, которое в свою очередь при определенных 
условиях обращается в простую приближенную форму-
лу. Полученные соотношения пригодны не только для 
эллиптических (Золотарева-Кауэра), но и для других 
классических аналоговых и цифровых фильтров – Че-
бышева (I и II) и Баттерворта со стандартными типами 
АЧХ, соответствующими фильтрам нижних и верхних 
частот, полосовым и режекторным.   

Параметры АЧХ фильтров 

В инженерной практике для описания стандартных 
типов АЧХ классических аналоговых и цифровых филь-
тров обычно используют следующие параметры: 

– Δa – неравномерность АЧХ в полосе пропускания в дБ; 
– a0 – минимальное ослабление АЧХ в полосе за-

держивания в дБ; 

– fk – граничные частоты полос пропускания и задер-
живания, k ≤ 4. 

Полагается, что максимум АЧХ нормирован к 0 дБ, а 
частота дискретизации для цифровых фильтров принята 
равной единице. Порядок обсуждаемых фильтров нахо-
дится из соответствующих уравнений по заданным пре-
дельно допустимым параметрам Δamax, a0min в полосах, 
определяемых номинальными граничными частотами fkn. 
Расчет собственно фильтра может быть выполнен по 
любым значениям Δa, a0 и fk, принадлежащим определен-
ной области допустимых исходных параметров. 

В качестве примера на рис. 1 показаны АЧХ цифро-
вого фильтра нижних частот Золотарева-Кауэра и пла-
ны допусков. Вместо Δa, a0, возможно использование  
и других пар параметров, а именно , sp   и 1 2,    
(все меньше единицы), которые также широко исполь-
зуются на практике и именуются пульсациями АЧХ  
в соответствующих полосах. Здесь следует отметить, 
что расчет обсуждаемых фильтров на самом деле вы-
полняется по соотношениям, содержащим параметры 

1 2, .   Поскольку весь этот набор параметров потребу-
ется для дальнейшего изложения в табл. 1 и табл. 2 
даны формулы пересчета одних параметров через дру-
гие, соответственно для полосы пропускания и задер-
живания. Заметим также, что имеет место соответствие 

0{ a ,a }max min  →  max  max, }{ ,p s   1 max 2 max, }{   и 

1 max 2 min,{ }.   
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Таблица. 1. Параметры АЧХ в полосе пропускания 
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Таблица. 2. Параметры АЧХ в полосе задерживания 
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Рис. 1. АЧХ фильтра и планы допусков 

Два определения максимальной  
взвешенной ошибки АЧХ 

Широко используются два определения максималь-
ной взвешенной ошибки АЧХ фильтра 

 max  max

,p s

p s

e max
 

 

 
   

 
 и 1 2

1 max 2 max

 , .е max  
 
 

  
 

  

Здесь знаменатели соответствуют заданным значе-
ниям пульсаций (весам), а числители – пульсациям, по-
лученным в результате расчета фильтра.  

Используя соотношения из табл.1 и табл. 2, можно 
убедиться, что имеют место равенства   

1 x

1

1
1

mae е







  и  2

 .
2

p max

p

е e








  

Очевидно, что .е е   Минимуму ошибки e соответ-
ствует минимум ошибки е  и наоборот, но они не равны 
[1]. Далее будем использовать ошибку e.  

Минимум максимальной взвешенной ошибки 

Минимум ошибки e достигается при условии равен-
ства взвешенных или, иначе говоря, относительных 
уровней пульсаций, т.е. 

min
 max  max

 .p s

p s

e
 

 
   

При max minp p   получим равенство абсолютных 

уровней пульсаций. Для определения неизвестных p  и 

s  требуется еще одно уравнение. Для обсуждаемых 
фильтров это уравнение определения порядка фильтра 
N, которое можно представить в неявной форме как   

1

2

, ,N F m


 
  

 
 

где F(∙) – функция, определяемая видом используемой 
аппроксимации; параметр m зависит от заданных номи-
нальных граничных частот и будет определен далее. 
Значение N в этом выражении фиксировано и обеспе-
чивает удовлетворение заданных требований к АЧХ 
фильтра. 

Таким образом, для нахождения p  и ,s  а значит и 

min ,  необходимо решить систему двух уравнений, ко-
торую можно записать в явной форме как  

 max  max

2
1
2
2

,

',

p s

p s

m

 
 









 

  (1) 

где параметр 'm  зависит от m, выбранного порядка 
фильтра и будет определен ниже. 
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Учитывая, что согласно табл. 1 и табл. 2, 
2

1 2

1 1
1( )p




 


 и 2
2 2

1 1
s




   

систему (1) можно свести к уравнению четвертой степе-
ни относительно p   

 4 3 21 ' 1 ' 2 1 2 1 0,
' 'p p p p
m mr r r

m m
    

       (2) 

где 2 2
   / ,s max p maxr    параметр 'm  определяется по со-

отношению инверсии уравнения порядка N, которое, в 
частности, для фильтров нижних частот Золотарева – 
Кауэра приведено в [2]. Ниже представлены выражения 
для определения этого параметра для всех обсуждае-
мых фильтров.  

Параметр 'm  для фильтров Золотарева-Кауэра 
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где K(m) – полный эллиптический интеграл 1-го рода, 
sn[⋅] и cd[⋅] – эллиптические функции Якоби,  

– для фильтров Чебышева (I и II) 
2 1/2' (  arch ),m ch N m   

– для фильтров Баттерворта  
1' exp(  ln ).m N m   

В приведенных соотношениях    
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,

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

для режекторных фильтров,
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m
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где 
 – для аналоговых фильтров,

Ω
( ) для цифровых фильтров,

kn
k

kn

f
tg f


  
 k = 1,…,4, 

f1n<f2n<f3n<f4n, обозначения m и 'm  заимствованы из [3].  
Из всех корней уравнения (2) интерес представляет 

корень, лежащий в диапазоне max0 p p   или, если 

точнее, в диапазоне min maxp p p     ( minp  опреде-

ляется по соотношениям из [4]). Поэтому решение (3) 
можно найти одним из простых численных методов по-
иска минимума функции одной переменной, что было 
сделано в программе, описанной в [5]. С другой сторо-
ны, нетрудно показать, что для малых p  имеет место 
приближенное решение уравнения (2), которому соот-
ветствует  

'
3 .

2p
m

r
    (3) 

По значению ,p  найденному из уравнения (2) или 

по формуле (3), можно определить любые другие па-
раметры из табл. 1 и табл. 2, соответствующие точно-
му или приближенному значению emin. Ясно, что в част-
ном случае при r = 1 решения (2) и (3) приводят к ра-
венству абсолютных уровней пульсаций sp   и 

упрощению (2) и (3). 
Сравним ,p  полученные из (2) и (3), а также соот-

ветствующие им emin для цифровых фильтров нижних 
частот Золотарева-Кауэра. В примере зададимся сле-
дующими требованиями к АЧХ: 
f1n = 0,15, f2n = 0,16, a0 mi = 40 дБ ( maxp = 0,01) и  

Δamax = 3 дБ ( maxp = 0,292). 

Результаты расчетов представлены в табл. 3 для 
N = 6, 8 и 12. Как видим, с увеличением N значения ,p  

полученные из (2) и (3), уменьшаясь сближаются. Ста-
новятся близкими и соответствующие им значения emin. 

Таблица 3. Оценки параметра p   

и соответствующих им значений emin 

Выра-
жение 

N = 6 N = 8 N = 12 
p  emin p  emin p  emin  

(2) 0,238 0,815 0,0644 0,221 0,00394 0,013 
(3) 0,273 0,937 0,0666 0,228 0,00395 0,014 

Заметим, что при произвольных требованиях к АЧХ 
фильтра достаточно точную оценку emin, можно достичь, 
если исходное maxp  или ,p  рассчитанное по формуле 

(3), как в примере для N = 8 и 12, много меньше единицы.  

Заключение 
Получены два соотношения для точного и прибли-

женного определения минимума максимальной взве-
шенной ошибки аппроксимации АЧХ классических ана-
логовых и цифровых фильтров Золотарева-Кауэра, Че-
бышева (I и II) и Баттерворта нижних и верхних частот, 
полосовых и режекторных. Приведены численные рас-
четы. Представленные соотношения могут быть полез-
ны при изучении или проектировании фильтров. 
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Исследованы алгоритмы подавления и компенсации помех в 
биспектральной области, способные выделять импульсный полезный 
сигнал на фоне негауссовских и гауссовских помех. Предложен функци-
онал в виде минимальной абсолютной ошибки третьей степени, поз-
воляющий применить оптимальный фильтр в биспектральной обла-
сти в опорном канале компенсатора. Показано преимущество такого 
компенсатора перед компенсатором, использующим в опорном канале 
фильтр Винера, в меньшей чувствительности к действию некоррели-
рованного гауссовского шума в каналах, что подтверждено результа-
тами компьютерного моделирования. 

УДК 681.513.6 

ПОДАВЛЕНИЕ ГАУССОВСКИХ И НЕГАУССОВСКИХ ПОМЕХ  
ПРИ ВЫДЕЛЕНИИ ИМПУЛЬСНОГО СИГНАЛА В БИСПЕКТРАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ  

Манохин А.Е., к.т.н., доцент департамента радиоэлектроники и связи Института радиоэлектроники  
и информационных технологий УрФУ им. первого Президента РФ Б.Н.Ельцина e-mail: pic_a@mail.ru. 

ADAPTIVE COMPENSATION OF NON-GAUSSIAN DISTURBANCE AT FILTERING  
A PULSE SIGNAL IN THE BISPECTRAL REGION ON THE BACKGROUND  
OF WIDEBAND GAUSSIAN NOISE IN CANCELLER’S CHANNELS 

Manokhin A.E. 
Algorithms of noise suppression and compensation in the bispectral region, capable of selecting the desired pulse signal on the back-
ground of non-Gaussian and Gaussian disturbances is investigated. A functional in the form of least mean absolute third error is pro-
posed, which makes it possible to apply the optimal filter in the bispectral region in the canceller reference channel. The advantage of 
the canceller in the bispectral region over compensator, using Wiener filter in the reference channel, is shown. It consists of  less sensi-
tive to the uncorrelated Gaussian noise in the channels, that is confirmed by the results of computer simulation. 

Key words: bispectrum, canceller, least mean absolute third order criteria, third order momentum function. 

 
Ключевые слова: биспектр, компенсатор, 

критерий минимума абсолютной ошибки третьей 
степени, моментная функция третьего порядка.  

Введение 

При выделении импульсных полезных сигна-
лов (псевдослучайных последовательностей, ор-
тогональных кодов и т.п.) на фоне различных по-
мех с симметричными распределениями возни-
кают определенные сложности, выражающиеся в 
априорной неопределенности времени их прихода. 
При этом начальная фаза импульсных сигналов может от 
периода к периоду меняться и усложнять систему синхро-
низации опорного сигнала, а также значительно увеличи-
вать время входа приемной системы в синхронизм. 

В связи с увеличением производительности вычисли-
тельных средств появилась возможность использовать 
аппарат биспектрального преобразования, который, как 
будет показано далее, нечувствителен к случайным за-
держкам полезного сигнала и помехам с симметричным 
распределением. 

Подавление гауссовских помех  
с помощью биспектрального преобразования 

Биспектр случайного стационарного процесса y с ну-
левым математическим ожиданием выражается: 

1 1 2 2( )
1 2 3 1 2 1 2( , ) ( , ) iy

yS M e d d        
 

 

 

   , (1) 

где 3 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( )yM y t y t y t       – моментная 

функция 3-го порядка процесса y; <…> – операция 
усреднения. 

Рассмотрим стационарный дискретный процесс в 
виде набора К-реализаций ( )ky  с M отсчетов в каждой 
для математического описания следующих свойств 
биспектра [1]: 

1) имеет комплексный характер и состоит из усред-
ненного произведения спектров на частотах ω1, ω2, 
ω1+ω2: 

 

.

1 2 1 2 1 2
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 (2) 

где 1 2( , )AB    – амплитудный биспектр (биамплитуда), 

1 2( , )B    – фазовый биспектр (бифаза); ( )Y   – пре-

образование Фурье реализации ( )ky ; ( )G   – комплекс-
ный спектр сигнала; Ψ(ω) – фаза сигнала; * – комплекс-
ное сопряжение; <…>К – операция усреднения на К-
реализациях; 

2) равен нулю для процессов с симметричным рас-
пределением; 

3) инвариантен к сдвигу  сигнала: 

1 2 1 2 1 2
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4) симметричен 

1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ).

S S S
S S

S S S

     

    

        

    

      

        

  

 
  

 

Из свойства симметрии вытекает, что знание 
биспектра в треугольной области   0, 1  2, 
1 + 2  , достаточно для его полного описания [1]. 
Биспектр реального процесса имеет 12 симметричных 
секторов треугольной формы, поэтому биспектральное 
преобразование производится только для одного секто-
ра, после чего используется свойство симметрии. 

Все методы биспектрального оценивания делятся на 
прямые и косвенные. Прямые методы основаны на полу-
чении оценок спектра сигнала посредством прямого пре-
образования Фурье, а затем использования этих оценок 
для получения биспектра. Косвенные методы предпола-
гают сначала вычисление моментной функции 3-го по-
рядка, а затем с помощью двумерного преобразования 
Фурье и применения двумерной функции окна формиро-
вания оценки биспектра. Автором использован прямой 
метод оценивания биспектра в связи с тем, что он отли-
чается от косвенного более высоким быстродействием за 
счет применения быстрого преобразования Фурье. Суть 
прямого метода заключается в следующем [1]:  

1) выполняется прямое преобразование Фурье каж-
дой k-реализации: 

   
1

( ) ( )

0

( ) exp 2
M

k k
y

i
Y y i j i  





  ; 

2) формируется k-я оценка биспектра с помощью 
тройного произведения функций ( ) ( )k

yY  на частотах 1, 

2, 1 + 2: 
( ) ( ) ( ) *( )

1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( )k k k k
y y y yS Y Y Y       ; 

3) рассчитывается усредненная оценка биспектра по 
K реализациям: 
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Чем больше сегментов усредняется, тем меньше 
дисперсия оценки биспектра [2] и больше степень по-
давления помехи с симметричным распределением.  

Обратное преобразование из биспектра производит-
ся путем восстановления амплитудного и фазового 
спектров. Методов восстановления сигнала из оценки 
биспектра существует большое множество, некоторые 
из них изложены в [3-6]. Для указанных методов харак-
терен ряд достоинств, а также ограничений и недостат-
ков, которые требуют в каждом конкретном случае (при 
обработке сигналов) отдельных исследований и компь-
ютерного моделирования.  

Например, для получения амплитудного спектра из 
биспектра для процессов с нулевой постоянной состав-
ляющей можно использовать алгоритм в [4]. Однако при 
малых отношениях сигнал-помеха предпочтительнее 
применить алгоритм [3], который непосредственно вы-
текает из выражения для биспектра (2): 

3
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 (3) 

В [7] описан достаточно простой рекурсивный алго-
ритм восстановления фазы (т.н. алгоритм Бриллиндже-
ра), который, однако, имеет существенный недостаток – 
после усреднения биспектра возникает ошибка из-за 
рекурсивного восстановления фазы без учета ограни-
чения ее главного значения в диапазоне от –π до π. Это 
явление называется «заворот» фазы1. Поясним его на 
примере. Пусть значение фазового спектра в точке ω1 и 
ω2 равно π, а в точке ω1+ω2 минус π, тогда согласно (2) 
бифаза будет равна 3π. В то же время, если взять зна-
чение аргумента (функция «arg»!) от усредненного 
биспектра сигнала, то он будет равен π. 

В [8] на основе нормированного биспектра предло-
жен альтернативный рекурсивный алгоритм восстанов-
ления фазового спектра сигнала, не имеющий указанно-
го недостатка: 

(0) (1) 1, (2) cos (1,1),
(0) (1) 0, (2) sin (1,1),
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После формирования амплитудного и фазового 
спектров из биспектра наблюдаемого зашумленного 
сигнала оценка полезного сигнала может быть получена 
через обратное преобразование Фурье: 

IFFT{| ( ) | exp( ( ))} ,s G j     
где IFFT – оператор обратного преобразования Фурье. 

Для улучшения точности биспектрального восста-
новления сигнала в присутствии аддитивного гауссов-
ского и импульсного шумов в [9] рекомендовано исполь-
зовать алгоритмы дополнительной фильтрации на ос-
нове сглаживания Фурье-спектров сигнала, восстанов-
ленного из оценки биспектральной плотности. Наиболее 
простыми и эффективными для сглаживания являются 
гауссовские и медианные фильтры, включенные на вы-
ходе блока биспектральной обработки. 

                                                   
 
 
1 Wrapping phase (англ.). 
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Достоинством гауссовской фильтрации является 
минимальная групповая задержка и отсутствие перере-
гулирования в переходной характеристике. Этот фильтр 
хорошо подходит при подавлении гауссовских шумов. 
При этом полезный сигнал искажается допустимо. Ме-
дианный фильтр эффективен при подавлении импульс-
ных шумов. 

Несмотря на то, что биспектральная обработка (БО) 
и медианная фильтрация являются нелинейными пре-
образованиями, необходимо сравнить их эффектив-
ность с оптимальной винеровской фильтрацией (ВФ), 
которая также не чувствительна к задержкам сигнала 
(при полностью известной спектральной плотности сиг-
нала и помехи). 

Моделирование процесса фильтрации импульсного 
сигнала на фоне аддитивного гауссовского и импульс-
ного шумов с симметричным распределением проведе-
но в соответствии со структурной схемой на рис. 1. 

 

Рис. 1. Структурная схема  
комбинированной биспектральной обработки 

Гауссовский фильтр имеет импульсную характерис-
тику: 

2

2

1 ( 2)( ) exp ,
22

g 


 
  

 
 

где 
ln 2

2 BT



 , T – минимальная длительность симво-

ла полезного импульсного сигнала, B – полоса пропус-
кания фильтра.  

Алгоритм медианной фильтрации заключается в 
том, что значения отсчётов внутри скользящего окна 
фильтра упорядочиваются, а значение, находящееся в 
центре отсортированного списка, подается на выход 
фильтра. Если число отсчетов четно, то выходное зна-
чение фильтра вычисляется как среднее двух отсчетов 
в середине отсортированного списка. Далее окно сме-
щается вдоль фильтруемого сигнала и вычисления по-
вторяются. 

В качестве полезного сигнала использовалась пери-
одически повторяемая импульсная последовательность 
(в других случаях может быть выбрана любой формы и 
структуры) со случайным временем появления, распре-
деленным равномерно на периоде наблюдения. Помеха 
– смесь симметричного телеграфного процесса (с ин-
тенсивностью2 λТ = 0,5) с гауссовским шумом при отно-
шении дисперсий равном 0 дБ. Длина выборки сигнала, 

                                                   
 
 
2  Под интенсивностью понимается частота смены уровней 
телеграфного процесса в интервале от нуля до максимальной 
амплитуды. Моменты скачков уровней подчиняются закону 
Пуассона. 

подвергаемого прямому преобразованию Фурье, 
M = 512; минимальная длительность символа импульс-
ного полезного сигнала – 8 отсчетов. Параметр гауссов-
ского фильтра BT = 0,1. 

После восстановления из биспектра оценки полезно-
го сигнала s, качество ее выделения здесь и далее кон-
тролировалось по критерию нормированной дисперсии 
ошибки фильтрации: 

 
1 1

22 2

0 0
,

M M

i i i
i i

s s s
 

 

    (5) 

где M – число отсчетов полезного сигнала и его оценки. 
Оптимальный винеровский фильтр реализован в ча-

стотной области по формуле: 
( ) ( ) ( ) ,opt xy xW S S    (6) 

где Sxy(ω) – взаимная спектральная плотность мощности 
входного и эталонного сигналов и Sx(ω) – спектральная 
плотность мощности входного сигнала усредняются по 
K реализациям. Выходной сигнал фильтра дополни-
тельно подвергался медианной фильтрации. 

Результаты моделирования отображены на рис. 2.  

Компенсация негауссовских помех 

Если помеха имеет негауссовское распределение, 
то биспектральное преобразование не дает какого-либо 
ее подавления в смеси с сигналом. Однако если имеет-
ся подходящий опорный канал, в котором помеха неко-
торым образом коррелирована с помехой в основном 
канале, то ее возможно скомпенсировать. Однако если 
в каналах компенсатора действует взаимно некоррели-
рованный широкополосный гауссовский шум n1 и n2, то 
он значительно снижает эффективность фильтрации на 
его выходе. Преимуществом компенсатора в биспек-
тральной области является то, что удается исключить 
или снизить до минимума влияние этого некоррелиро-
ванного широкополосного шума с гауссовским (или лю-
бым симметричным) распределением, а сама система 
будет компенсировать помеху непосредственно в 
биспектральной области. 

Пусть на входе компенсатора действует процесс y – 
смесь аддитивно взаимодействующих импульсного по-
лезного сигнала s (с неизвестной начальной фазой, ам-
плитудой и длительностью) и стационарной помехи n с 
несимметричным распределением (характеристики и 
тип распределения неизвестны), а также некоррелиро-
ванного гауссовcкого шума n1. В качестве эталонного 
выступает случайный процесс x, некоторым образом 
коррелированный с помехой n во входном сигнале. 
Также в эталонном сигнале присутствует аддитивный 
некоррелированный гауссов шум n2. Все процессы (s, n, 
n1, n2) имеют нулевое среднее, дисперсии этих процес-
сов полагаются неизвестными. Задача фильтра в ком-
пенсационном канале – восстановить помеху после ис-
кажения в канале и вычесть ее из смеси в основном 
канале компенсатора. 

Синтезируем коэффициент передачи фильтра в 
биспектральной области. Биспектр есть двумерное 
Фурье-преобразование моментной функции третьего 
порядка (см. (1)), поэтому для наилучшего воспроизве-
дения биспектра помехи на выходе фильтра необходи- 
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Рис. 2. Результаты моделирования при К = 1000 и отношении сигнал-помеха η = –8 дБ: слева – эпюры,  

справа – спектральные плотности мощности зашумленного полезного сигнала на входе (черный) и выходе устройства 
биспектральной обработки (синий) и винеровского фильтра (розовый), чистого полезного сигнала (красный); сигналы  

с выходов биспектрального и винеровского фильтров подвергались гауссовской и медианной фильтрации;  
2

БО = –23 дБ; 2
ВФ = –11 дБ 

мо выбрать критерий оптимальности – минимизацию 
абсолютной ошибки третьей степени: 

3min( {| | }),J E   (7) 
где E{·} – оператор усреднения. 

Можно показать, что функционал (7) имеет только 
один минимум и является унимодальным, если сигнал и 
помеха – независимые. Центральная моментная функ-
ция третьего порядка ошибки равна разности момент-
ных функций третьего порядка сигнала и его оценки 
[10]: 

3 1 2 3 1 2
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 (8) 

где 3
sM  и 3

sM


 – моментные функции сигнала и его 
оценки на выходе биспектрального фильтра. 

Исходя из изложенных свойств биспектра, входной и 
эталонный сигналы после биспектрального преобразо-
вания можно соответственно представить: 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ),y s nS S S        (9)  
*

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ),x nS S H H H          (10) 
где 1 2( , )sS    и 1 2( , )nS    – биспектры полезного сиг-

нала и помехи соответственно; H() – коэффициент 
передачи канала, искажающего помеху в опорном кана-
ле. 

Минимальную абсолютную ошибку третьей степени 
найдем из (8), обнулив аргументы и представив ее как 
двумерный интеграл разности биспектров сигнала и его 
оценки  

3
3 3{ | | } | (0,0) (0,0) |n nE M M   


 

1 2 1 2 1 22

1 ( , ) ( , ) .
(2 ) n nS S d d     


 

 

     (11) 

Коэффициент передачи биспектрального фильтра, 
минимизирующий (11), равен [10]: 

1 2 1 2 1 2
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 (12) 

Выполнение соотношения (12) есть достаточное 
условие оптимальности передаточной функции фильтра 
по критерию минимизации модуля ошибки третьей сте-
пени. Оценка биспектра помехи на выходе биспек-
трального фильтра с учетом независимости сигнала и 
помехи и выражений (9) и (10) равна: 
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 (13) 

где Gn(ω) – множитель (спектр) факторизованного 
биспектра помехи n.  

Следовательно, происходит (теоретически) полная 
компенсация помехи и соответственно минимизация 
модуля ошибки третьей степени. При этом при беско-
нечно большом  количестве  усреднений биспектров  от- 
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сутствует влияние гауссовского шума в каналах компен-
сатора.  

Таким образом, алгоритм работы компенсатора в 
биспектральной области можно представить следую-
щим образом. Сначала происходит биспектральное 
преобразование входного и эталонного сигналов по (2). 
Затем вычисляется коэффициент передачи биспек-
трального фильтра по (12). Далее определяется 
биспектр оценки помехи на выходе фильтра 1 2( , )nS    
путем перемножения биспектра эталонного сигнала 

1 2( , )xS    на коэффициент передачи 1 2( , )optW    (12), 

после чего из биспектра входного сигнала 1 2( , )yS    (9) 

вычитается биспектр оценки помехи 1 2( , ).nS    В за-

ключении сигнал s  восстанавливался по его биспектру 
с использованием алгоритмов (3) и (4). 

Структурная схема компенсатора помех в биспек-
тральной области, реализующая описанный выше алго-
ритм, изображена на рис. 3. 

 

Рис. 3. Структурная схема компенсатора  
в биспектральной области 

Компьютерное моделирование его работы  
производилось в пакете Mathcad. В качестве им- 
пульсного полезного сигнала s выступала перио- 
дически повторяемая М-последовательность с порож- 
дающим полиномом 5 2 1,x x   которая имеет вид: 
0000100101100111110001101110101 со случайной 

начальной фазой. Помеха n (с несимметричным рас-
пределением), действующая в обоих каналах компенса-
тора – произвольно выбранный широкополосный слу-
чайный процесс (с гамма-распределением) или узкопо-
лосный процесс, формируемый по закону разности 
квадратов модулирующих гармонический сигнал гаус-
совско-марковских процессов с одинаковой корреляци-
онной функцией: 

2 2
1 0 2 0( ) ( ( ) sin( )) ( ( ) cos( )) ,x t x t t x t t    (14) 

где x1 и x2 – взаимно некоррелированные гауссовско-
марковские процессы с одинаковой корреляционной 
функцией; ω0 – частота гармонической несущей. 

Устанавливалось разное отношение мощности сиг-
нал/помеха. Дисперсии взаимно некоррелированных 
гауссовских помех n1 и n2 в каналах компенсатора при-
нимались равными и контролировались по входному 
отношению мощности сигнал/шум, которое устанавли-
валось равным 10 дБ. Входной и эталонный сигналы (x 
и y) формировались в соответствии со схемой на рис. 3. 
При биспектральном преобразовании сигналов произ-
водились усреднения биспектров (K = 10…1000). Срав-
нение результатов проводилось с компенсатором, в 
опорном канале которого использовался фильтр Винера 
с характеристикой (6). 

Импульсная характеристика канала, через который 
проходит помеха в опорный канал компенсатора, ап-
проксимировалась (произвольно) гауссовским филь-
тром с параметрами: 
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1 ( 2)exp ,
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 где ln 2

0, 04



 . (15) 

После восстановления из биспектра оценки полезно-
го сигнала s, качество ее выделения контролировалось 
по дисперсии ошибки фильтрации (5). 

В первом эксперименте гауссовский шум отсутство-
вал в каналах компенсатора (рис. 4), во втором – гаус-
совский шум подавался на оба канала (рис. 5).  

 
Рис. 4а. Результаты первого эксперимента при K = 1000 и отношении сигнал-помеха η = –10 дБ: слева – эпюры,  

справа – спектральные плотности мощности зашумленного полезного сигнала на входе (черный)  
и выходе устройства биспектральной обработки (синий) и винеровского фильтра (розовый),  

чистого полезного сигнала (красный); помеха – широкополосная с гамма-распределением; 2
БО = –14,7 дБ; 2

ВФ = –22,4 дБ 
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Рис. 4б. Результаты первого эксперимента при K = 10 и отношении сигнал-помеха η = –7,5 дБ: слева – эпюры,  

справа – спектральные плотности мощности зашумленного полезного сигнала на входе (черный)  
и выходе устройства биспектральной обработки (синий) и винеровского фильтра (розовый),  

чистого полезного сигнала (красный); помеха – узкополосная с негауссовским распределением; 2
БО = –10,5 дБ; 2

ВФ = –11,6 дБ 

 
Рис. 5а. Результаты второго эксперимента при K = 1000 и отношении сигнал-помеха η = –10 дБ: слева – эпюры,  

справа – спектральные плотности мощности зашумленного полезного сигнала на входе (черный)  
и выходе устройства биспектральной обработки (синий) и винеровского фильтра (розовый),  

чистого полезного сигнала (красный); помеха – широкополосная с гамма-распределением; 2
БО = –6,5 дБ; 2

ВФ = –0,8 дБ 

 
Рис. 5б. Результаты второго эксперимента при K = 1000 и отношении сигнал-помеха η = –10 дБ: слева – эпюры, справа – 

спектральные плотности мощности зашумленного полезного сигнала на входе (черный) и выходе устройства биспектраль-
ной обработки (синий) и винеровского фильтра (розовый), чистого полезного сигнала (красный); помеха – узкополосная с не-

гауссовским распределением; 2
БО = –11,7 дБ; 2

ВФ = –7,8 дБ 
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Заключение 
Алгоритм комбинированной биспектральной обра-

ботки (с использованием гауссовской и медианной 
фильтрации) показал свою высокую эффективность, что 
продемонстрировано на рис. 2. Преимущество биспек-
тральной обработки перед винеровской фильтрацией в 
моделировании составило 13 дБ. Указанный выигрыш 
можно увеличить, повышая количество усреднений 
биспектра K. При этом используемые в статье алгорит-
мы восстановления амплитудного и фазового спектров 
являются, на взгляд автора, наилучшими и сравнитель-
но простыми с точки зрения компьютерной реализации.   

Анализируя результаты моделирования работы ком-
пенсатора, можно утверждать следующее. Во-первых, 
компенсатор в биспектральной области работоспособен 
при выделении импульсного сигнала на фоне помехи с 
несимметричным распределением и любой шириной 
полосы (широкополосная или узкополосная) и взаимно 
некоррелированным гауссовским шумом в каналах ком-
пенсатора. Работоспособность компенсатора сохранит-
ся при произвольном распределении помехи и любой 
форме полезного сигнала. 

Во-вторых, компенсация помех на фоне некоррели-
рованного гауссовского шума в каналах компенсатора, 
реализуемого в биспектральной области по критерию 
минимизации абсолютной ошибки третьей степени, да-
ет меньшую дисперсию ошибки фильтрации сигнала по 
сравнению с классической схемой, использующей в 
опорном канале фильтр Винера. Однако если некорре-
лированные шумы в каналах отсутствуют, то биспек-
тральный компенсатор уступает классической схеме. 

В-третьих, ошибка воспроизведения биспектра по-
лезного сигнала на выходе компенсатора теоретически 
достигает нуля, однако в моделировании ее значение 
зависит в обратной пропорции от количества усредне-
ний биспектров эталонного и входного сигналов. 
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Рассматривается метод, обеспечивающий опознавание объек-
та на траектории полёта беспилотного летательного аппарата 
в условиях, когда текущее изображение не совпадает с эталоном 
по масштабу, углу поворота и ракурсу. Для адаптации этих изоб-
ражений по названным параметрам предлагается универсальный 
инструмент, реализуемый на основе билинейного интерполятора. 
Данный метод позволяет опознать объект задолго до подлёта на 
расчётное расстояние. 

УДК 004.932 

РАСПОЗНАВАНИЕ ОБЪЕКТОВ НА ТРАЕКТОРИИ ПОЛЁТА БПЛА  
ПУТЁМ КОРРЕКЦИИ ПАРАМЕТРОВ ИЗОБРАЖЕНИЙ 

Арзуманян Э.П., д.т.н., главный научный сотрудник ЗАО «МНИТИ», e-mail: arzedouard@gmail.com. 

THE OBJECT RECOGNITION ON UAV FLIGHT TRAJECTORY BY MEANS  
OF IMAGE PARAMETERS CORRECTION  

Arzumanian E.P.  
We consider a method that provides object recognition on the trajectory of UAV (unmanned aerial vehicle) in cases when the cur-
rent image does not coincide with the reference image in scale, turning angle and aspect angle. To adapt said images with these 
parameters, a universal tool based on a bilinear interpolator is proposed. Proposed method provides the object identification on 
more long distances.  

Key words: image, flight trajectory, template, video sequence, interpolation. 
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полёта, эталон, видеопоследовательность, ин-
терполяция. 

Введение 

В современных средствах мониторинга про-
странства – ландшафтов, лесных массивов, ис-
кусственных сооружений и др., особое место 
занимают беспилотные летательные аппараты 
(БПЛА), оснащённые системами технического зре-
ния и линией радиосвязи. В частности, мониторинг про-
водят с целью выявления чрезвычайных ситуаций на 
ближних или дальних подступах охраняемых территорий.  
Оперативная информация, полученная на протяжении 
всей траектории полёта, передаётся с БПЛА в пункт 
управления, например, посредством геостационарных 
спутников Земли. Такой подход используется при мони-
торинге дальних государственных границ. Однако там 
радиосвязь может быть нарушена организованной ра-
диопомехой, особенно при недружественном погранич-
ном государстве [1]. В результате такого события БПЛА 
может быть безвозвратно утерян.  

Мировая практика показывает новые тенденции в во-
просе сбора информации при мониторинге – осуществ-
ление мониторинга траектории вдоль обозначенной тер-
ритории путём опознавания устойчивых стационарных 
ориентиров, природного или искусственного происхожде-
ния, желательно инвариантных к изменениям времени 
суток или погодных условий. Для этого требуется разра-
ботать систему распознавания, действующую на боль-
ших расстояниях, без вмешательства оператора и при-
менения радиосвязи. 

Данная проблема актуальна во всех её проявлениях и 
прежде всего в использовании визуальной информации, 
полученной от датчиков изображения в различных спек-
тральных диапазонах. Известные принципы, основанные 
на автоматическом распознавании объектов по карте 
местности, предусматривают нахождение вдоль траекто-
рии полёта объектов-ориентиров, которые запоминаются 
как эталонные изображения и загружаются в решающее 

устройство БПЛА. Здесь осуществляется сличение эта-
лона с изображением, полученным от датчиков в каждый 
текущий момент времени. Затем, по установленному кри-
терию (порогу достоверности), определяют степень сход-
ства и принимают решение о правильном распознавании 
объекта-ориентира. Данный подход устанавливает опре-
делённые требования к полёту БПЛА – строго следовать 
по той же траектории, по которой были произведены 
съёмки эталона. При этом распознавание произойдёт 
только в одной точке траектории, т.е. в течение несколь-
ких быстро промелькнувших ТВ кадров.   

Постановка задачи 

В данной работе решается задача, которая состоит в 
обеспечении достоверного распознавания объекта-
ориентира как можно раньше при подлёте к нему. Такой 
подход позволяет заблаговременно скорректировать 
траекторию полёта, проложенную для следования до 
конечного пункта назначения, находящегося, возможно, 
за сотни километров. При этом, для сбора полученной 
информации БПЛА должен вернуться к назначенному 
пункту – к исходному или иному, по той же траектории 
или другой.  

Здесь не рассматриваются способы передачи эта-
лонных изображений ориентиров на борт БПЛА, которые 
могут быть составлены априори и загружены перед по-
лётом или переданы оперативно в реальном масштабе 
времени. Важно, что съёмки эталона производятся дру-
гим летательным аппаратом (ЛА), который одновремен-
но передаёт собственные параметры, зафиксированные 
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в момент съёмки эталонного изображения: координаты 
точки пространства относительно земной поверхности, 
высоту полёта и угол зрения оптического средства оп-
тико-элект-ронной системы. Такие же параметры фор-
мируются на борту БПЛА. Тогда, сопоставив параметры 
двух изображений, текущего и эталонного, с разными 
геометрическими параметрами, а параметры текущего 
изображения изменяются в каждый момент времени, 
необходимо будет адаптировать эталонное изображе-
ние к текущему путём осуществления геометрических 
преобразований и, тем самым, выделить фрагмент, при 
котором оба изображения обладают максимальным 
сходством между собой.  Эта процедура смягчит жёст-
кие требования, предъявленные к траектории следова-
ния по строгому маршруту, на котором были выполнены 
съёмки эталонных изображений объектов-ориентиров 
(например, в соответствии с полётным заданием). 
Решение задачи 

Поиски способов решить поставленную задачу при-
водят к применению датчиков изображения, установ-
ленных на борту БПЛА, видимого и/или инфракрасного 
спектрального диапазона, получаемые изображения от 
которых являются достоверными источниками инфор-
мации о местности. Для распознавания объектов-
ориентиров, обозначающих ключевые точки траектории 
полёта, ниже предложен инструментарий, с помощью 
которого возможна реализация процедуры опережения 
момента коррекции траектории.    

Известная система, оснащённая одновременно ра-
диолинией и автономными средствами управления, 
рассмотрена в [1]. В поставленной задаче радиосвязь 
исключена, поэтому после сбора информации для её 
передачи БПЛА должен вернуться к назначенному пунк-
ту земной поверхности. Последовательность процедур, 
выполняемых от начала до конца траектории, приведе-
на в виде блок-схемы на рис. 1. Идея заключается в 
том, чтобы в каждый момент времени производилось 
сравнение двух изображений: эталонного и текущего, 
полученного датчиками оптико-электронной системы 
(ОЭС). Однако такое сравнение имеет смысл если оба 
изображения близки по своим параметрам: масштаба, 
ракурса и углового положения, с учётом углов зрения 
ОЭС БПЛА и ЛА. Для максимального сходства изобра-
жений необходимо в каждый момент времени учитывать 
соотношение параметров, характеризующие простран-
ственные положения двух точек съёма изображений – 
текущего и эталонного. 

В качестве эталонов используют либо образцовые 
изображения, либо набор их признаков, которые позво-
ляют надёжно идентифицировать объекты. В любом 
случае, достоверное сравнение текущего изображения 
с эталоном может быть осуществлено при совпадении 
упомянутых геометрических свойств изображений.  

Следует заметить, что рассматривается обработка 
только двумерных (плоских) изображений. Для обеспе-
чения адекватности разрабатываемого алгоритма и 
создаваемых на его основе устройств требуется, чтобы 
высота наблюдения была много больше высоты объек-
тов на наблюдаемой местности, впрочем, что и требу-

ется по условиям поставленной задачи. 

 

Рис. 1.  Блок-схема системы распознавания объектов  
на траектории полёта 

Принцип распознавания объекта-ориентира при 
быстрых изменениях бортовых данных БПЛА заключа-
ется в том, чтобы сравнивать в каждый момент времени 
данные эталона с данными БПЛА. Имеется в виду не 
только изображение, но и пакет навигационных данных, 
например, высота полёта, угол атаки или дальность до 
объекта, наклон по крену.  

Поскольку в подавляющих случаях операция сравне-
ния изображений на предмет определения сходства вы-
полняется с помощью свёртки, будь это согласованный 
фильтр или взаимно-корреляционная функция, в данном 
случае целесообразно воспользоваться корреляционной 
функцией. Это оправдано тем, что в рассматриваемом 
случае эталоном для сравнения является конкретное 
полноценное многоуровневое изображение объекта или 
части наблюдаемого ландшафта.  

В тактике применения БПЛА предусматривается сле-
дующая процедура последовательных действий. В мо-
мент распознавания объекта-ориентира включается си-
стема автосопровождения и БПЛА работает в самостоя-
тельном режиме до достижения критического расстояния 
до объекта-ориентира, когда автопилот должен переори-
ентировать БПЛА на следующий объект-ориентир. Учи-
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тывая тот факт, что для надёжного распознавания рас-
стояние до объекта не может превышать 3-5 км, а ско-
рость полёта БПЛА составляет примерно 90-110 м/с, то 
времени на режим автосопровождения остаётся немного. 
Здесь предлагается метод, который позволяет увеличить 
дальность для распознавания и, соответственно, время 
пребывания БПЛА в режиме автосопровождения.  

Итак, необходимо распознать объект до достижения 
момента, когда изображение, полученное с датчика на 
БПЛА по геометрическим параметрам, совпадёт с изоб-
ражением эталона. Для этого параметры, имеющиеся в 
пакете данных эталона, сравнивают с аналогичными 
данными, имеющимися на борту БПЛА, сопоставляют 
их по разностям или соотношениям и изменяют геомет-
рические параметры эталонного изображения для того, 
чтобы они соответствовали изображению с датчика 
БПЛА на данный момент времени полёта.  

Из сказанного вытекает необходимость производить 
указанные геометрические преобразования в каждый 
момент времени. Для реализации способа устройством, 
действующим в реальном масштабе времени, ниже при-
ведён алгоритм билинейного интерполятора [2, 3], обес-
печивающего широкий набор геометрических преобразо-
ваний, даны рекомендации по реализации уст-ройства 
несложными аппаратно-программными средствами. Убе-
дительные результаты об эффективности предложенного 
метода предоставляет математическая модель. 

Моделирование предложенного  
метода распознавания 

Важной составляющей модели является наличие со-
ответствующей видеопоследовательности с сопровож-
дающими данными пространственного положения лета-
тельного аппарата, выполняющего видеосъёмку. За не-
имением такового в модели используется видеопосле-
довательность изображений, снятых в инфракрасном 
спектральном диапазоне без координатных данных. Для 
данного участка траектории полёта известны лишь (с 
некоторой погрешностью) естественные метрические 
размеры отдельных объектов, расположенных на 
наблюдаемом ландшафте. Необходимая недостающая 
информация была дополнена следующим образом. На 
рис. 2 приведены кадры из видеопоследовательности 
сюжета наезда: начала – дальнего плана траектории и 
конца – ближнего плана траектории. 

Данный фрагмент траектории разбит на 140q   ша-

гов модели. На условном расстоянии 100q   осуществ-
лена съёмка эталонного изображения. Однако, усложнив 
задачу, можно условится, что угол зрения объектива et 
эталонного канала отличается от угла зрения t канала, 
использованного при съёмке на данной траектории. Кро-
ме того, возможно и курсовое отклонение на величину . 
Поэтому, исходя из этих условий, на рис. 3 показаны два 
возможных эталона: а)  идеальный – точно  совпадающий 

 

 а) дальний план б) ближний план 
Рис. 2. Отрезок траектории, использованный для моделирования  

 

 а) б) в) 
Рис. 3. а) – традиционный выбор эталона на шаге 100q  траектории; б) и в) – эталон, полученный  

с другой точки траектории с отличающимися параметрами по углу зрения объектива и крену 
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с имеющейся траекторией и б) реальный – с отличаю-
щимися параметрами и средствами съёмки. 

Данную обстановку легко прогнозировать. В первом 
случае в шаге 100q   произойдёт идеальное совпаде-
ние, а значит 100 % обнаружение объекта. При этом 
полёт должен осуществиться строго по намеченному 
маршруту и обнаружение произойдёт только в одной 
точке траектории. Во втором случае ни в одном шаге 
модели обнаружение не произойдёт.  

Для достижения поставленной цели – опережение мо-
мента обнаружения объекта-ориентира – следует сфор-
мулировать имеющиеся характеристики модели. Итак, из 
анализа изображения ближнего плана определено (при-
нято): длина промышленной трубы 80 [m],Tr   исходя 

из этого, видимая ширина ландшафта 251,5 [m],izL   
высота полёта БПЛА (с некоторым допущением) 

200 [m]H   и неизменна на протяжении всего отрезка 
рассматриваемой траектории, минимальная дальность 
наблюдения (до ближнего плана) min = 500 [m].D  В этом 
случае угол зрения объектива текущего канала (на БПЛА) 

составит 
min

θ 2 28 .
2

iz
t

Larctg
D

 
     

 Для определе-

ния дальности на начале траектории (при 0q  ) анало-

гичным образом определяют видимую ширину ландшаф-
та по размерам изображения ' 720 [m]izL   и соответ-
ственно находят дальность до дальнего плана 

max
' 1432 [m].

θ2
2

iz

t

LD
tg

 
   
 

  

На основании синтезированных входных данных мо-
дели приступают к решению поставленной задачи. 
Представленное изображение эталона на рис. 2 сфор-
мировано из следующих исходных параметров: Даль-
ность при 100;q   угол зрения объектива эталонного 

канала θ 38 ;et    угол наклона по курсу γ = 15 .  В дан-
ном эксперименте предполагается, что курсовых коле-
баний больше не предвидится, а применение разных 
объективов приводит к изменению коэффициента мас-
штабирования со следующей зависимостью: 

θ θ
0,73.

2 2
t etCf сtg tg        

   
 

Таким образом, указанные отличия по двум парамет-
рам могут быть скомпенсированы с помощью двумерно-
го интерполятора. Результат такой интерполяции приве-
дён на рис. 4. 

 
Рис. 4. Новый эталон, восстановленный по параметрам  и  

 
а) без геометрического преобразования эталона 

 
б) с коррекцией эталона 

Рис. 5. Последовательность фаз вычисления ВКФ  
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Далее, следует сопоставить текущее и эталонное 
изображения с целью приведения их к максимальному 
сходству. Такая операция производится также путём 
интерполяции. Для этого в данной модели траекторию 
разбивают на 140 шагов обработки, определяют теку-
щую дальность относительно дальности съёма эталона 
и полученное соотношение используют как коэффици-
ент масштабирования нового эталона.    

Ниже приведены две реализации процесса поиска и 
обнаружения с использованием классической нормиро-
ванной корреляционной функции в качестве функции 
правдоподобия. 

Задача модели заключается в том, чтобы выявить 
факт совпадения при принятом пороге достоверности. 
Эксперимент поставлен таким образом, чтобы дать 
оценку двум вариантам определения степени достовер-
ности сходства на установленном пороге.   

Первый вариант реализуется без коррекции эталона, 
т.е. БПЛА направлен к предполагаемому объекту-
ориентиру в соответствии с имеющимся на его борту 
эталоном. В каждый момент времени полёта вдоль тра-
ектории производится сличение двух изображений: те-
кущего и эталонного, и по мере сближения устанавли-
вают степень сходства по максимуму взаимно-
корреляционной функции (ВКФ). Отдельные моменты 
формирования ВКФ приведены на рис. 5 (R – амплитуда 
пика функции). В качестве единицы дальности исполь-
зуется безразмерная величина q, которая равномерно 
разделила дальность на дискретные участки от начала 
полёта до достижения полного сходства с эталоном. 

Из рис. 5 по максимумам ВКФ видна тенденция к 
максимальному сходству уже с большой дальности 
наблюдения. 

Более наглядное представление о полученном эф-
фекте показывает диаграмма (рис. 6), полученная путём 
сопоставления максимумов ВКФ на каждом q-шаге экс-
перимента для обоих вариантов. 

 

Рис. 6. Красная линия – традиционный способ  
определения сходства путём сближения;  

синяя – результат проведённого эксперимента 
Из диаграмм видно, что предложенный метод опе-

режения момента обнаружения качественно эффекти-
вен. В данном эксперименте принято считать достовер-
ными для сходства все значения функции ВКФ, макси-
мумы которых превышают уровень 0,9. Следует отме-
тить, что для объективной оценки уровень достоверно-
сти может быть выбран больше 0,9 и стремиться к 1,0 
(для нормированной корреляционной функции). Однако, 

как было упомянуто выше, входная видеопоследова-
тельность искусственно искажена для модели в части 
разрешающей способности, сам процесс интерполяции 
является фильтрующим, функция коррекции сближения 
также рассчитана с некоторыми допущениями, поэтому 
достигнутый результат, как было предвидено, получен 
ниже ожидаемого, со значениями ВКФ больше 1,0. Тем 
не менее предложенный метод и при этих условиях де-
монстрирует свою эффективность. 

В рамках данного эксперимента метод реализован 
для трёх параметров: угла зрения оптического средства, 
угла поворота и изменения дальности наблюдения. В 
принципе в реальном полёте происходят простран-
ственные изменения в большем количестве степеней 
свободы. Для их отработки ниже предлагается интерпо-
лятор [4], реализуемый несложными техническими сред-
ствами.  
Билинейный интерполятор 

В [5] подробно описан билинейный интерполятор, ко-
торый может быть применён для решения поставленной 
задачи. Ниже приведены две функции, содержащие ос-
новные аргументы для выполнения необходимых преоб-
разований:  

,

,

( ) sin( ) ( )cos( ) ;

( ) cos( ) ( )sin( ) .
i j j i

i j i j

Av j n dv i n dh n

Ah j n dv i n dh n

 

 

      

      
 (1) 

Функции ,i jAv  и ,i jAh  названы виртуальными адре-

сами памяти (по вертикали Av и горизонтали Ah соответ-
ственно), поскольку по ним будут определены истинные 
целочисленные адреса четырёх элементов яркости мас-
сива N (av0; av1; ah0; ah1), необходимые для вычисле-
ния значения яркости искомого элемента Bi,j интерполи-

руемого массива. В (1) 
2
Nn   для центрирования си-

стемы координат, а функции 
θ θtg φ θ θ tg φ θ ;
2 2

θ θtg φ θ θ tg φ θ ,
2 2

j

i

N Hdh j d d j d
L

N Hdv i d d i d
L

                      
                      

 (2) 

характеризуют межэлементное расстояние в оптическом 
поле в направлениях координат i (для вертикального 
расстояния dv) и j (для горизонтального расстояния dh).  

H – высота наблюдения; 
L – видимая часть наблюдаемой местности в мгно-

венном поле зрения объектива; 
D – расстояние до центра наблюдаемой местности;  
φ arctg( / )D H  – угол наклона линии визирования 

(тангажа или крена);  
 – угол поворота относительно оптической оси; 
θ – угол зрения объектива; 

θ θ/d N  – элементарный угол зрения (˚/пиксель). 
Этот подход позволяет рационально использовать 

ресурсы решающего устройства и придать ему универ-
сальное свойство.   

Дробные части функций ,i jAv  и ,i jAh  представляют 

собой весовые коэффициенты интерполяции следую-
щим образом: 



Цифровая Обработка Сигналов №4/2018 

 
 

33

, , , ,

* *
, , , ,

mod( ,1); = mod( ,1);

= 1 ; = 1 ,
i j i j i j i j

i j i j i j i j

qv Av qh Ah

qv qv qh qh



 
  (3) 

где qv* и qh* – инверсные значения qv и qh соответ-
ственно. Здесь 1 – дискретный шаг исходного 
изображения. 

 
Рис. 7.  Иллюстрация  процедуры определения  

весовых коэффициентов 

Следует заметить, что при аппаратной реали-
зации алгоритма достаточно иметь значение qv и qh 
в четыре двоичных разряда после запятой, чтобы 
получить погрешность воспроизведения изображения 
в 1/256, что составляет менее 0,4 %.    

Таким образом, адреса памяти близлежащих эле-
ментов яркости определяют следующим образом: 

, ,

, ,

. , ,

. , ,

0 ; 1 0 1;

0 ; 1 0 1.
i j i j

i j i j

i j i j i j

i j i j i j

av Av qv av av

ah Ah qh ah ah

   

   
 (4) 

Далее, по значениям (3) определяют двумерные ве-
совые коэффициенты для каждого элемента яркости: 

* * *
, , , , , ,

*
, , , , , ,

00 ; 10 ;

01 ; 11 .
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

Q qv qh Q qv qh

Q qv qh Q qv qh

   

   
 (5) 

Геометрическое толкование весового коэффициента 
Q** в повёрнутой системе координат на произвольный 
угол  можно получить из иллюстрации на рис. 7. 
В рассматриваемом примере коэффициент Q21 опреде-
ляется площадью малого заштрихованного прямоуголь-
ника, занимающего противоположную область от 
элемента b21, а из (5) qv и qh являются сторонами такого 
прямоугольника. 

 

 

тест-изображение с параметрами модели 

 
Рис. 8. Иллюстрация различных реализации билинейного интерполятора, где  – угол поворота [град];  

φ – угол наклона линии визирования [град]; H – высота наблюдения [m];  
D – дальность наблюдения [m]; θ – угол зрения объектива [град] 
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Здесь функции (2) dv и dh не используются, поэтому  
эти функции заменены коэффициентами масштабиро-
вания cv и ch, которым могут быть присвоены разные 
значения. 

Для получения нормированного значения элемента 
яркости Вi,j сумма весовых коэффициентов должна 
равняться единице, т.е. 

Q 1    (5) 
Обозначив двумерную функцию яркости через Bn, 

представляющую исходное изображение, записывают 
составные части B** нового изображения Bi,j 
следующим образом: 

, ,

, ,

, ,

, ,

, 0 0 ,

, 0 1 ,

, 1 0 ,

, 1 1 ,

00 00 ;

01 01 ;

10 10 ;

11 11 .

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

i j av ah i j

i j av ah i j

i j av ah i j

i j av ah i j

B Bn Q

B Bn Q

B Bn Q

B Bn Q

 

 

 

 

 (6) 

Тогда, 

, , , , ,00 01 10 11 .i j i j i j i j i jB B B B B     (7) 

Процедура определения значения яркости элемента 

,i jB  в соответствии с рис. 7 остаётся неизменной для 
любого геометрического преобразования, полученного в 
процессе моделирования. 

На рис. 8 приведены примеры использования били-
нейного интерполятора, демонстрирующие варианты 
геометрических преобразований.  

В качестве исходного изображения используется 
тест-изображение размером 720 х 720 телевизионных 
элементов. Видимая рамка обозначает внешние грани-
цы тест-изображения.  

Заключение 
С целью опережения момента обнаружения объекта-

ориентира на траектории полёта БПЛА, предложен метод, 
предусматривающий адаптацию эталонного изображения 
к текущему изображению, полученному с датчика видео-
информации БПЛА, сопоставляя для этого навигацион-
ные данные, вырабатываемые в каждый момент времени 
в пакете данных БПЛА с соответствующими данными, 
имеющиеся в пакете данных эталона. 

Предложена форма виртуального адреса обращения 
к памяти решающего устройства и функций межэле-
ментных расстояний, которые содержат информацию, 
необходимую для реализации любого из рассмотренных 
геометрических преобразований изображения. Благода-
ря наглядности этих функций упрощается реализация 
устройства. 
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Известный недостаток систем с OFDM модуляцией – высокое 
отношение пиковой мощности к средней ее величине (высокий пик-
фактор). За счет этого свойства OFDM радиосигнал содержит 
множество кратковременных пиков, что требует использования в 
передающих средствах усилителей мощности с широким линейным 
динамическим диапазоном. В данной работе проанализировано не-
сколько комбинированных методов снижения пик-фактора в систе-
ме цифрового наземного мультимедийного вещания. 

УДК 621.396 

КОМБИНИРОВАННЫЕ МЕТОДЫ СНИЖЕНИЯ ПИК-ФАКТОРА В СИСТЕМЕ РАВИС 
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COMBINED METHODS FOR PAPR REDUCTION IN THE RAVIS SYSTEM 

Le Van Ky, Dinh Thi Huyen Trang 
A well-known disadvantage of systems with OFDM modulation is a high Peak to Average Power Ratio (PAPR). Due to this feature 
OFDM radio signal contains a lot of short-term peaks, which requires the use of power amplifiers with a wide linear dynamic range. 
In this paper, we propose several combined methods of PAPR reduction in the digital terrestrial multimedia broadcasting system 
RAVIS. 

Key words: PAPR, tone reservation, active constellation extension, selected mapping, combined method. 

 
Ключевые слова: пик-фактор, резервиро-

вание тона, активное расширение созвездия, 
селективное отображение, комбинированный 
метод.  

Введение 

Система цифрового радиовещания РАВИС 
(АудиоВизуальная Информационная Система 
Реального времени; международное название – 
RAVIS, Real-time AudioVisual Information System) пред-
ставляет собой систему передачи для цифрового 
наземного узкополосного вещания в ОВЧ диапазоне 
частот (65,9-74,0 МГц и 87,5-108,0 МГц) с шириной по-
лосы радиоканала от 100 до 250 кГц в первой версии 
системы (РАВИС 1.0) и до 1000 кГц во второй версии 
(РАВИС 2.0), которая позволяет осуществлять инфор-
мационное стереофоническое звуковое и видеовеща-
ние [1-3]. 

Система РАВИС является эффективной транспорт-
ной средой для любых типов данных, которые мульти-
плексируются в форматы, включающие пакеты постоян-
ной (например, транспортный поток MPEG-2) или пере-
менной длины. Мультиплекс системы состоит из трех 
логических каналов: обязательного канала основного 
сервиса КОС (максимальный поток до 900 кбит/с при 
полосе сигнала 250 кГц в РАВИС 1.0) и двух опциональ-
ных каналов передачи дополнительной информации: 
низкоскоростного канала данных с повышенной надеж-
ностью передачи (НСК, пропускная способность около 
12 кбит/с) и надежного канала передачи данных (НКД, 
пропускная способность около 5 кбит/с). Эти логические 
каналы могут использоваться, например, в системах 
оповещения о чрезвычайных ситуациях и т.д. 

Как известно, сейчас в мире разработаны различные 
методы снижения пик-фактора, такие как: 

1) методы, основанные на отсечении и фильтрации; 
2) метод селективного отображения (англ. SLM – 

Selective Mapping) [4]; 

3) методы, основанные на кодировании; 
4) метод частичной последовательности передачи 

(англ. PTS – Partial Transmit Sequences); 
5) метод резервирования тона (англ. TR – Tone Res-

ervation) [5]; 
6) метод нелинейного компандирования (Nonlinear 

Companding Transform) [6]; 
7) метод инжектирования тона (англ. TI – Tone 

Injection); 
8) метод активного расширения созвездия (англ.  

ACE – Active Constellation Extension) и другие [7]. 
Сравнение качественных свойств различных методов 

снижения пик-фактора приведено в табл. 1 [8]. Под де-
градацией здесь подразумевается наличие искажений 
на информационных несущих вследствие применения 
метода снижения пик-фактора. Нельзя однозначно ска-
зать, что какой-либо метод лучше других, поскольку в 
различных ситуациях (качество фильтров, линейность 
характеристики усилителя мощности, требования к на-
дежности передачи, количество несущих и т.д.) наибо-
лее эффективными могут оказаться разные методы. 

Известно много факторов, которые следует рассмот-
реть перед выбором конкретного метода снижения 
PAPR. Эти факторы включают величину снижения 
PAPR, увеличение мощности передаваемого сигнала, 
увеличение доли битовых ошибок (bit error ratio, BER) на 
приемниках, потери скорости передачи данных, увели-
чение сложности вычислений и т.д. Далее мы кратко 
обсудим каждый пункт. 
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Таблица 1. Сравнение свойств различных методов снижения пик-фактора 

Метод Вычислительная 
сложность 

Деградация 
сигнала 

Снижение скорости 
передачи данных 

Увеличение мощ-
ности сигнала 

отсечения и фильтрации низкая да нет нет 
селективного отображения высокая нет да нет 
кодирования высокая нет да нет 
частичной последовательности 
передачи высокая нет да нет 

резервирования тона средняя нет да да 
нелинейного компандирования низкая да нет нет 
инжектирования тона средняя да нет да 
активного расширения созвездия средняя да нет да 

 

Сравнительный анализ методов  
снижения пик-фактора 

Величина снижения PAPR: понятно, что это самый 
важный фактор в выборе метода снижения PAPR. Осо-
бое внимание должно быть уделено тому, что некото-
рые методы приводят к вредным эффектам. Например, 
метод отсечения амплитуды четко удаляет пики, но 
приводит к внутриполосным и внеполосным искажени-
ям, и после фильтрации внеполосных искажений PAPR 
снова увеличивается. 

Увеличение мощности передаваемого сигнала: не-
которые техники требуют увеличения мощности в сиг-
нале передачи после использования методов снижения 
PAPR. Например, TR требует более мощного сигнала, 
потому что необходимо использовать некоторую мощ-
ность для корректирующих сигналов. TI использует 
набор эквивалентных точек созвездия вместо исходного 
созвездия, чтобы уменьшить PAPR. Поскольку все эк-
вивалентные точки созвездия требуются больше мощ-
ности, чем исходная точка созвездия, мощность пере-
даваемого сигнала должна быть нормализована обрат-
но к исходному уровню мощности. 

Увеличение BER на приемнике: это также важный 
фактор, тесно связанный с увеличением мощности пе-
редаваемого сигнала. Некоторые методы увеличивают 
BER на приемнике. Например, BER после применения 
ACE будет ухудшаться, если мощность сигнала переда-
чи будет зафиксирована. В некоторых методах, таких 
как SLM и PTS, весь блок данных может быть потерян, 
если дополнительная информация получена с ошибкой. 
Это также увеличивает BER на приемнике. 

Потери скорости передачи данных: некоторые ме-
тоды требуют, чтобы скорость передачи данных была 
уменьшена. При использовании методов SLM и PTS 
скорость передачи данных снижается из-за вспомога-
тельной информации, используемой для информирова-
ния приемника о том, что сделано в передатчике. 

Вычислительная сложность: это еще один важный 
показатель при выборе методов снижения PAPR. Такие 
методы, как SLM и PTS, требуют большого количества 
операций, чтобы находить решение для снижения 
PAPR. Напротив, метод нелинейного компандирования 
требует небольшого количества вычислений. Как пра-
вило, более сложные методы имеют более высокую 
способность сокращения PAPR. 

Методы, основанные на ограничении амплитуды и 
фильтрации, заключаются в итеративном ограничении 
амплитуды сигнала во временной области, переводе 
полученного сигнала в частотную область и фильтрации 
внеполосного излучения. После фильтрации внеполос-
ного излучения пики сигнала увеличатся по амплитуде; 
кроме того, такой подход приводит к увеличению ошибок 
модуляции – снижению показателя MER (modulation error 
ratio). За счет применения сглаживающих окон можно 
снизить уровень внеполосного излучения. На практике 
такие методы редко используются в чистом виде, по-
скольку приводят к расширению полосы сигнала. 

Метод селективного отображения и метод частичной 
последовательности передачи относятся к вероятностным 
методам снижения пик-фактора. Они не исключают полно-
стью появление сигналов с большим пик-фактором, но су-
щественно снижают вероятность их появления. Суть мето-
дов заключается в том, что из каждого OFDM-символа 
определенным образом формируется набор модифициро-
ванных OFDM-символов, для каждого из которых рассчи-
тывается пик-фактор. В эфир излучается тот модифициро-
ванный OFDM-символ, который имеет наименьший пик-
фактор, причем этот символ несет в себе дополнительную 
служебную информацию о том, каким образом можно вос-
становить из модифицированного символа исходный. Эти 
методы не приводят к появлению внеполосных излучений. 

Методы, основанные на кодировании, заключаются в 
том, что, вводя относительно небольшую избыточность 
в передаваемое сообщение, все множество входных 
комбинаций кодера отображается во множество слов с 
пик-фактором, не превышающим заданный. Впрочем, 
также было показано, что практических решений, кото-
рые бы обеспечивали низкое значение пик-фактора сиг-
нала OFDM с числом несущих порядка сотен и тысяч 
неизвестно. Таким образом, эти методы также неприме-
нимы в современных вещательных системах. 

Метод нелинейного компандирования заключается в 
том, что сигнал во временной области пропускается че-
рез функцию, которая увеличивает сигнал с маленькими 
мощностями и не изменяет сигнал с большими мощно-
стями. В результате этого средняя мощность сигнала 
увеличивается, а максимальное его значение не изме-
няется, то есть PAPR уменьшается. Данный метод при-
водит к появлению внеполосных излучений. Это значит, 
что, как и метод отсечения и фильтрации, этот метод 
редко применяется на практике. 



Цифровая Обработка Сигналов №4/2018 

 
 

37

Наиболее широкое применение в системах цифро-
вого эфирного вещания получили метод резервирова-
ния тона (применяется в системах ATSC 3.0, DVB-T2, 
РАВИС 2.0) и активного расширения созвездия (пропи-
сан в стандартах ATSC 3.0, DVB-T2, DTMB-A, применим 
во многих системах вещания). В данной главе приведе-
ны результаты моделирования различных алгоритмов 
снижения пик-фактора применительно к разрабатывае-
мой в данное время второй версии стандарта системы 
РАВИС. Это позволит сравнить эффективность различ-
ных методов на реальной системе эфирного вещания с 
широким диапазоном ширины полосы сигнала. 

Результаты моделирования 

Проведенное моделирование метода резервирова-
ния тона показывает, что недостатком данного метода 
является малая эффективность для сигнала при узкой 
полосе (и, как следствие, малом числе резервирован-
ных несущих). Однако при широкой полосе сигнала 
данный метод позволяет эффективно снижать пик-
фактор. 

Суть модифицированного метода резервирования 
тона заключается в том, что, рационально выбирается 
уровень отсечения в соответствии со значением числа 
итераций алгоритма, несущих для реализации ядра, а 
также на основе использования циклического разност-
ного множества с тем, чтобы получить квазиоптималь-
ное ядро. Такой подход существенно улучшает эффек-
тивность классического метода при узкой полосе спек-
тра OFDM сигнала. 

Использование модифицированного варианта мето-
да ACE (A-ACE) позволяет получить ряд преимуществ 
по сравнению со стандартным методом. Например, 
мощность сигнала после применения метода практиче-
ски не увеличивается, не зависит от типов созвездия, 
вычислительная сложность уменьшается, увеличивает-
ся MER. Основной идеей алгоритма A-ACE является 
создание анти-пика сигнала для уменьшения PARP пу-
тем преобразования области отсечения в шумовую со-
ставляющую с возможной областью расширения сиг-
нального созвездия и обеспечения удаления внеполос-
ного искажения. 

Рассмотрен метод селективных отображений. Ре-
зультаты проведенного моделирования на сигнале си-
стемы РАВИС показывают низкую эффективность дан-
ного алгоритма для сигнала с большим числом несу-
щих, в то время как при узкой полосе данный метод 
позволяет эффективно снижать пик-фактор. 

Можно утверждать следующее: 
1. Когда количество несущих, выделенных для реа-

лизации ядра TR, мало (при малой полосе сигнала 
100 кГц, 200 кГц), метод резервирования тона не дает 
хороших результатов.  

2. Метод селективного отображения эффективнее 
при малой полосе сигнала, чем при широкой полосе 
(250 кГц – 1 МГц). 

3. При широкой полосе сигнала, чтобы достичь хо-
рошего результата, в методе резервирования тона тре-
буется большое количество итерации. 

4. Метод ACE лучше работает при широкой полосе 
сигнала. 

5. Требования задачи снижения пик-фактора зависят 
от количества несущих, выделяемых для реализации 
ядра TR, возможности вычислительной техники и других 
параметров. 

На этой основе автором [9, 10] предложено несколь-
ко подходов для комбинированных методов в задаче 
снижения пик-фактора в системе РАВИС, для которых 
было проведено множество экспериментов по имитаци-
онному моделированию в среде MATLAB: 

1. Если выделить только 2,5 % несущих для реали-
зации алгоритма TR снижения пик-фактора и возможно-
сти вычислительной техники невысоки, следует приме-
нить метод селективного отображения при количестве 
вариантов выбора U = 64 для полосы сигнала 100 кГц, а 
для других полос применить модифицированный метод 
резервирования тона. Результат моделирования данно-
го подхода показан в табл. 2. 

2. Если выделить только 2,5 % несущих для реали-
зации алгоритма TR снижения пик-фактора и возможно-
сти вычислительной техники высоки, следует применить 
первый вариант комбинированного метода, т.е. сначала 
применить модифицированный метод резервирования 
тона для полос сигнала от 500 кГц до 1 МГц и метод се-
лективного отображения (U = 64) для полос 100-250 кГц, 
потом применить метод A-ACE (см. рис. 1). Результаты 
показаны в табл. 3. 

3. Когда выделены 5 % резервных несущих и требу-
ется сильно уменьшить пик-фактор, нужно применить 
второй вариант комбинированного метода, это значит 
сначала применить модифицированный метод резерви-
рования тона, потом применить метод A-ACE. Результа-
ты изображены в табл. 4. 

4. Если выделить 5 % резервных несущих и возмож-
ности вычислительной техники невысоки, следует при-
менить модифицированный метод резервирования тона 
при всех полосах сигнала. 

Приведенные ниже значения пик-фактора сигнала 
приведены для вероятности появления 10-4. 

 
Рис. 1. Схема работы двухэтапного алгоритма,  
когда выделено только 2,5% резервных несущих  

для реализации алгоритмов снижения пик-фактора 
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Таблица 2. Пик-фактор после применения алгоритма SLM или модиф. TR 

Ширина полосы 100 кГц 200 кГц 250 кГц 500 кГц 750 кГц 1 МГц 
Исходный пик-фактор, дБ 11,8 11,6 12,1 12,2 12,4 12,6 

Тип созвездия Метод  
QPSK Модиф.TR 7,8 7,8 7,7 7,8 7,6 7,6 

SLM/Модиф.TR 7,4 7,8 7,7 7,8 7,6 7,6 
Доп. выигрыш 0,4 0 0 0 0 0 

QAM-16 Модиф.TR 8,0 7,9 8,1 7,9 7,9 7,6 
SLM/Модиф.TR 7,5 7,9 8,1 7,9 7,9 7,6 

Доп. выигрыш 0,5 0 0 0 0 0 
QAM-64 Модиф.TR 8,0 7,9 8,0 7,7 7,8 7,6 

SLM/Модиф.TR 7,6 7,9 8,0 7,7 7,8 7,6 
Доп. выигрыш 0,4 0 0 0 0 0 

Таблица 3. Пик-фактор после применения алгоритма SLM/модиф. TR 2,5 % и A-ACE 

Тип  
созвездия 

Ширина полосы 100 кГц 200 кГц 250 кГц 500 кГц 750 кГц 1 МГц 
Исходный пик-фактор, дБ 11,8 11,6 12,1 12,2 12,4 12,6 

Метод       
QPSK I этап Модиф. TR 7,8 7,8 7,7 7,8 7,6 7,6 

SLM 7,4 7,9 8,2 8,6 8,7 8,8 
II этап Модиф. TR/A-ACE 7,0 7,0 6,9 6,8 6,7 6,6 

SLM/A-ACE 6,4 6,6 6,8 6,9 7,0 6,9 
QAM-16 I этап Модиф. TR 8,0 7,9 8,1 7,9 7,9 7,6 

SLM 7,5 7,9 8,2 8,5 8,7 8,8 
II этап Модиф. TR/A-ACE 7,3 7,2 7,2 7,0 6,8 6,6 

SLM/A-ACE 6,7 6,9 7,0 7,4 7,6 7,6 
QAM-64 I этап Модиф. TR 8,0 7,9 8,0 7,7 7,8 7,6 

SLM 7,6 7,9 8,3 8,5 8,7 8,7 
II этап Модиф. TR/A-ACE 7,6 7,4 7,5 7,0 7,1 6,8 

Таблица 4. Пик-фактор после применения алгоритма модиф. TR 5 % и A-ACE 

Ширина полосы 100 кГц 200 кГц 250 кГц 500 кГц 750 кГц 1 МГц 
Исходный пик-фактор, дБ 11,7 11,8 11,9 12,1 12,3 12,5 

Тип созвездия Метод       
QPSK Модиф. TR  7,1 7,3 7,3 7,1 7,2 7,2 

A-ACE 6,4 6,3 6,3 6,4 6,2 6,1 
QAM-16 Модиф. TR  7,2 7,3 7,3 7,1 7,3 7,3 

A-ACE 6,4 6,4 6,5 6,4 6,4 6,3 
QAM-64 Модиф. TR  7,3 7,3 7,1 7,3 7,4 7,3 

A-ACE 6,6 6,6 6,6 6,7 6,8 6,6 
 
В табл. 2 изображены результаты применения алго-

ритма снижения пик-фактора SLM для полосы сигнала 
100 кГц и алгоритма модиф. TR для остальных полос 
сигнала системы РАВИС. Как сказано ранее, метод SLM 
при U = 64 дает результат лучше других методов только 
при узкой полосе (100 кГц). Чтобы улучшить эффектив-
ность этой комбинации, следует либо увеличивать ко-
личество итераций метода TR, либо увеличивать число 
U. Но этот подход влечет необходимость увеличения 
вычислительной мощности системы, хотя не дает суще-
ственного улучшения. 

Как видно из табл. 3, при полосе от 100 до 250 кГц 
комбинация методов SLM/A-ACE работает лучше, чем 
комбинация методов TR/A-ACE. Наоборот, при широкой 
полосе от 500 до 1000 кГц комбинация методов модиф. 
TR/A-ACE работает эффективнее, чем SLM/A-ACE. Этот 
результат легко объяснить следующим образом: при 

узкой полосе метод селективного отображения работает 
эффективнее других методов. 

В табл. 3 проявляется один нюанс: в диапазоне 200 и 
250 кГц хотя на первом этапе метод модиф. TR дает 
результат лучше метода SLM, но комбинация модиф. 
TR/A-ACE дает результат хуже, чем SLM/A-ACE. Этот 
нюанс можно объяснить тем, что после применения ме-
тода модиф. TR структура сигнала изменена и вероят-
ность появления пика мала. Иными словами, сигнал по-
сле модиф. TR более плоский. Наоборот, структура сиг-
нала после применения SLM не изменена, хотя высокие 
пики малы, но маленьких пиков очень много. 

В табл. 4 показано, что для созвездия QPSK реали-
зация метода A-ACE после метода TR обеспечивает 
самый лучший результат. Также после применения ме-
тодов TR и A-ACE при модуляции QAM-16 и QAM-64 
формируется сигнал с малым пик-фактором. 
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Заключение 

На основании результатов моделирования методов 
снижения пик-фактора было сформулировано несколько 
вариантов применения методов снижения пик-фактора, 
предложенных авторами для системы РАВИС второго 
поколения, в том числе двухэтапный алгоритм. Двух-
этапный метод подразумевает, что на первом этапе 
снижения пик-фактора к исходному символу должны 
применяться методы SLM с 64 отображениями (при ши-
рине полосы сигнала 100-250 кГц) или модифицирован-
ный TR (при ширине полосы сигнала 500-1000 кГц). В 
отличие от метода активного расширения созвездия, 
такой подход позволит обеспечить низкий пик-фактор 
при любом виде модуляции. Использование SLM может 
быть не только более эффективным с точки зрения 
обеспечения низкого пик-фактора, но и с точки зрения 
экономии частотного ресурса, что особенно ценно в 
условиях узкого канала. На втором этапе предлагается 
использовать модифицированный метод активного 
расширения созвездия. 

Кроме того, в зависимости от возможностей вычис-
лительной техники, авторами предлагается еще не-
сколько вариантов снижения пик-фактора. Например, 
двухвариантный метод, под которым понимается при-
менение метода селективного отображения U = 64 для 
полос сигнала 100 и 200 кГц, а для других полос – при-
менение модифицированного метода резервирования 
тона. 

Кроме того, при 2,5 % резервных несущих целесооб-
разнее пользоваться предложенным двухэтапным ме-
тодом снижения пик-фактора; если же требования к 
пропускной способности канала допускают использова-
ние 5 % несущих, тогда достаточно применить только 
модифицированный метод резервирования тона и мож-
но отказаться от метода селективных отображений или 
использовать двухэтапный метод (сначала метод ре-
зервирования тона, потом метод активного расширения 
созвездия). 
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Проведено исследование свойств циклической автокорреляци-
онной функции (АКФ) многоуровневых комплексных последователь-
ностей Задова-Чу в зависимости от числа уровней квантования 
элементарных сигналов последовательностей в двух вариантах: 
без учета шумов квантования и с учетом этих шумов. Приведены 
математические модели последовательности Задова-Чу, цикличе-
ской АКФ этой последовательности, характеристики линейного 
квантователя, а также расчетные формулы для вычисления от-
ношения квадрата максимума АКФ последовательности Задова-Чу 
к среднему значению квадрата боковых лепестков, отношения мо-
дуля максимальной величины боковых лепестков к максимуму АКФ. 
Построены графики  отношения квадрата максимума АКФ кванто-
ванной последовательности Задова-Чу к среднему значению квад-
рата боковых лепестков в зависимости от характеристик кванто-
вания с учетом и без учета шумов квантования. 

УДК 621.391.1:004.451.7 

ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ ЦИКЛИЧЕСКОЙ АВТОКОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЗАДОВА-ЧУ В ЗАВИСИМОСТИ  
ОТ ХАРАКТЕРИСТИК КВАНТОВАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Киселева Т.П., аспирант кафедры радиотехнических систем Московского технического университета связи  
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INVESTIGATION OF PROPERTIES OF CYCLIC AUTOCORRELATION FUNCTION  
OF THE SEQUENCE  DEPENDING ON THE CHARACTERISTICS  
OF QUANTIZATION OF THE SEQUENCE ELEMENTS 

Kiseleva T.P.  
The article deals with the study of the properties of the cyclic autocorrelation function (ACF) complex multilevel sequences Zadoff-
Chu depending on the number of quantization levels of the elementary signals of the sequence in two ways: without taking into ac-
count the quantization noise and these noises.  
The mathematical model of the Zadoff-Chu sequence, the cyclic autocorrelation of the sequence, the linear characteristics of the 
quantizer and the calculation formula for calculating the ratio of the square of the maximum of the ACF of the Zadoff-Chu sequence 
to the average of the square of side lobes, the relationship module, the maximum value of the side lobe to the maximum of the ACF 
and graphs the ratio of the square of the maximum of the ACF quantized sequence Zadoff-Chu к average value of a square of side 
lobes, depending on the characteristics of the quantization with and without allowance for the quantization noise. 

Key words: OFDM, the quantization step of the quantization the number of quantization levels, the quantizer charac-
teristic, the sequence Zadoff-Chu (ZC), the cyclic autocorrelation function (ACF). 

 
Ключевые слова OFDM, квантование, шаг 

квантования, число уровней квантования, ха-
рактеристика квантователя, последователь-
ность Задова-Чу (ZC), циклическая автокорре-
ляционная функция (АКФ).  

Введение 

Постановка задачи исследования свойств 
циклической АКФ последовательностей, пере-
даваемых по широкополосным каналам связи, 
определяется необходимостью снижения про-
граммно – аппаратных затрат и повышению ско-
рости обработки данных при построении систем 
приема, передачи и обработки цифровой ин-
формации. Многоразрядные цифровые данные 
повышают точность при обработке информации, 
но одновременно снижают быстродействие и про-
изводительность систем, которые достигаются мало-
разрядным представлением обрабатываемых данных.  

При сокращении разрядности данных до 8 и менее 
разрядов для функций приемопередатчиков можно ис-
пользовать дешевые 8-разрядные микроконтроллеры, 
как старых разработок (конца 90-х – начала 2000-х го-
дов), так и новейшие разработки специализированных 
контроллеров приемопередатчиков и обработки данных. 
Все еще актуален контроллер Am79C440, поддержива-
ющий телефонный протокол и управление радиоча-
стотным приемопередатчиком диапазона 902-928 МГц с 
GMSK – гауссовской частотной модуляцией. Его ядром 
является 8-разрядный микроконтроллер, совместимый с 
семейством 8051 [1].  

Из числа последних разработок – процессоры плат-
формы «Мультикор» (1892ВМ3Т) от АО НПЦ «ЭЛВИС». 
Это сигнальные процессоры на основе RISC-ядра с пе-
ременной разрядностью данных (1, 8, 16, 32 разряда 
данных) и повышением скорости обработки данных при 
снижении их разрядности. Процессоры предназначены 
для применения в системах связи и радиолокации [2]. 
Для гибкой конфигурации разрядности данных широко 
используются ПЛИС (программируемые логические ин-
тегральные схемы), как например, продукция Xilinx; не-
которые семейства Xilinx построены на Flash–технологии 
и применяются в мобильных приложениях. 

В данной работе исследуются свойства комплексной 
квантованной  последовательности  Задова-Чу  и ее цик- 
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лической АКФ, в условиях малоразрядного представле-
ния обрабатываемых данных. Последовательности За-
дова-Чу применяются при формировании кода первич-
ной синхронизизации в технологии LTE OFDMА ((Long 
Term Evolution Orthogonal Frequency Division Multiple 
Access) [3] – одной из наиболее популярних технологий  
современных телекоммуникаций. 
Последовательность Задова-Чу: 
свойства и математическая модель 

Основной целью использования технологии OFDM 
является устранение влияния на качество приема и 
различения сигналов межсимвольных искажений, вызы-
ваемых явлением многолучёвого распространения сиг-
нала в канале связи. Подробное описание принципов 
формирования сигналов OFDM и SC-FDMA технологий 
приводится в [3, 4]. 

Помимо служебных и пользовательских данных ка-
нала связи технологии LTE в восходящем направлении 
необходимо передавать заранее известные базовой 
станции (БС) последовательности информационных 
символов для обеспечения условий когерентного прие-
ма сигналов, то есть синхронизирующие последова-
тельности. Комплексные последовательности, исполь-
зуемые в качестве последовательностей первичной 
синхронизации (PSS) в технологии LTE, должны обла-
дать следующими свойствами: 

– последовательности должны иметь хорошие авто-
корреляционные и взаимокорреляционные свойства; 

– количество возможных последовательностей долж-
но быть достаточным для распределения среди або-
нентов, работающих как в одной соте, так и в соседних.  

Такими последовательностями являются последова-
тельности постоянной амплитуды с нулевой автокорре-
ляцией (CAZAC-последовательности); примером таких 
последовательностей являются комплексные последо-
вательности Задова-Чу (Zadoff-Chu sequences – ZC). 
Последовательностей ZC может быть сгенерировано 
достаточно много при условии, что длина последова-
тельности есть простое число.  

Последовательности ZC, длина которых есть про-
стое число, обладают следующими свойствами [4]: 

– имеют постоянную амплитуду как во временной, 
так и в частотной областях;  

– циклическая (периодическая) автокорреляционная 
функция последовательности ZC идеальна, т.е. являет-
ся дельта-функцией; 

– взаимная корреляционная функция двух последо-
вательностей ZC, образованных разными корнями, 

имеет постоянное для всех сдвигов значение 
1 ,

ZCN
 

где ZCN  – длина последовательностей. 

Математическая модель последовательности ZC [6]: 
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– для ZC с нечетным числом элементов ZCN ; 
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– для ZC с четным числом элементов, где q – индекс 
(корень) последовательности ZC; aq(n) – n-й элемент ZC; 

ZCN  – длина последовательности ZC (количество эле-
ментов). 

Последовательность ZC любой длины имеет идеаль-
ную циклическую автокорреляционную функцию (АКФ), то 
есть корреляционную функцию циклического сдвига ZC 
относительно самой себя. При любом сдвиге 1    ZCN   
значение автокорреляционной функции rкк (τ) равно 0, 
кроме τ = 0, когда rкк (τ) = δ(0) – функция Дирака). Это 
свойство циклической АКФ можно представить как: 

1
*

0

( ) ( )* [( )] ( )
ZCN

KK K K
n

r a n a n   




   .      (3) 

Индекс rкк (τ) при изменении 11   ZCK N    означает 

номер циклического сдвига последовательности ZC от-
носительно своей неподвижной копии. При каждом цик-
лическом сдвиге вычисляется корреляционная функция 
сдвинутой на K разрядов ZC относительно неподвижной 
ZC, согласно выражению (3). 

В данной работе свойства последовательностей ZC 
рассматриваются на примере последовательности ZC 
(25,139). В записи последовательности ZC (25,139)  
25 – индекс последовательности (q = 25), 139 – длина 
последовательности (NZC = 139). 

График циклической АКФ последовательности ZC 
(25,139) представлен на рис. 1. Максимум циклической 
АКФ ZC (25,139) равен 139. Боковые лепестки цикличе-
ской АКФ ZC отсутствуют. Между максимумами АКФ – 
нулевой уровень. Период циклической АКФ равен 139 
временным интервалам элементов ZC (25,139). 

 
Рис. 1. Действительная часть циклической АКФ ZC (25,139) 

Характеристика квантователя  
последовательности Задова-Чу 

В данной работе проведено исследование зависимо-
сти свойств АКФ последовательностей ZC от числа 
уровней квантования. Моделирование квантования ZC 
проводилось в операционной среде МАТЛАБ. Для про-
ведения моделирования необходимо выбрать матема-
тическую модель характеристики квантователя и опре-
делить основные принципы процедуры квантования эле-
ментарных сигналов (элементов) последовательности 
на примере ZC (25,139). 
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Математическая модель линейного квантователя: 
[ ( )]( )

1q
A AH L

L
 




,  

где Hq(L) – характеристика квантователя в зависимости 
от числа уровней квантования L, где ± A – диапазон 
квантуемых величин.  

Пусть ZC (25,139) – неквантованное значение по-
следовательности Задова-Чу, ZCq (25,139) – квантован-
ное значение последовательности Задова-Чу. 

Диапазон квантуемых величин для последователь-
ности Задова-Чу: +1…(-1), следовательно, шаг кванто-
вания Q = (1-(-1)) / (L - 1) = 2 / (L - 1), то есть ( ).qQ H L  

Тогда выражение для квантованной последователь-
ности ZC примет вид: 

*q
ZCZC Q
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,  

где выражение в квадратных полускобках 
ZC
Q

 
 
 

 озна-

чает целую часть отношения внутри полускобок. 
На рис. 2 представлена линейная характеристика 

квантователя с числом уровней квантователя L = 16. 

 
Рис. 2. Характеристика квантователя  

с числом уровней квантования 16 
При квантовании вычисляется разность между вели-

чиной квантуемого элементарного сигнала до квантова-

ния и величиной *q
ZCZC Q
Q

 
  
 

, то есть qZC ZC   . 

Если Δ ≥ Q/2, то к целой части числа уровней кван-
тования данного элементарного сигнала добавляется 1, 
то есть квантованная величина элементарного сигнала 
равна: 

1 *q
ZCZC Q
Q

  
   

  
. 

Результаты исследования зависимости  
свойств АКФ ZC от числа уровней квантования 

Исследования проводились для числа уровней кван-
тования L = 2, 4, 8, 16, 32, 64 в двух вариантах: 

– без учета шумов квантования; 
– с учетом шумов квантования. 
В первом варианте исследований формировался 

массив значений комплексной последовательности ZC 

(25,139), затем – квантование с выбранным числом 
уровней отдельно действительной и мнимой частей ZC 
(25,139), после чего вычислялась циклическая АКФ мас-
сива комплексной последовательности с квантованными 
действительной и мнимой частью. Строился график цик-
лической АКФ квантованной комплексной последова-
тельности qZC  (25,139), вычислялись отношения квад-

рата максимума АКФ последовательности qZC  к сред-
нему значению квадрата боковых лепестков (дБ) и от-
ношение максимального уровня боковых лепестков к 
максимуму АКФ в процентах. 

Во втором варианте исследований определялась ма-
тематическая модель шума квантования и расчетные 
формулы статистических характеристик шума (математи-
ческое ожидание и дисперсия) [7]. В данной работе веро-
ятностные оценки шума квантования основаны на пред-
ставлении ошибок квантования как случайного стацио-
нарного процесса, не коррелированного с квантуемым 
сигналом. Любые два отсчета последовательности оши-
бок квантования не коррелированны. Распределение ве-
роятности ошибок квантования является равномерным в 
пределах соответствующего уровня квантования. 

0,5*nM Q   – математическое ожидание шума 
квантования, 

2

12n
QD   – дисперсия шума квантования, где Q  – 

шаг квантования 
Затем в системе математического моделирования 

МАТЛАБ формировалась математическая модель ком-
плексной квантованной последовательности qZC  
(25,139), с аддитивным шумом квантования, характери-
стики которого определялись для каждого уровня кван-
тования L. Далее – вычисление циклической АКФ после-
довательности qZC  с учетом шума квантования, по-
строение графиков и вычисление характеристик, подоб-
ных указанным выше.  

Для оценки АКФ по уровню боковых лепестков ис-
пользуют два параметра: мерит-фактор – отношение 
энергии главного лепестка к суммарной энергии всех 
боковых лепестков [8]:  

0

i
i

R
MF

R



, 

и уровень максимального бокового лепестка (peak 
sidelobe):  

max( )iPSL R . 
В данной работе предлагается вычислять следующие 

величины оценки АКФ по уровню боковых лепестков: 
2

2

0

( ) /

m
m N

i
i

R
MF

R N





 (dB) – отношение квадрата мак-

симума циклической АКФ к среднему значению квадрата 
боковых лепестков в децибелах, где 2

mR  – величина 

квадрата максимума (центрального пика) АКФ, 2
iR  – 

величина квадрата i-го отсчета боковых лепестков АКФ,  
N – длина последовательности ZC; 
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maxi
m

m

R
PSL

R
  (%) – отношение модуля максималь-

ного значения боковых лепестков к максимуму цикличе-
ской АКФ в процентах, где maxiR  – максимальное значе-

ние боковых лепестков, mR  – величина максимума АКФ. 

Q  
шаг 

квант 

(db)mMF  
без учета 

шумов квант 

 (%)mPSL  
без учета 

шумов квант 

(db)mMF  
без учета 

шумов квант 

 (%)mPSL  
без учета 

шумов квант 
1 25,1624 13,03 % 24,5609 12,21 % 

1/2 25,2161 13,76% 24,9892 14,82% 
1/4 33,1632 5,28% 32,6059 5,45% 
1/8 39,5884 2,66% 38,4760 2,92% 
1/16 41,9980 1,37% 41,3267 1,57% 
1/32 42,5918 1,17% 42,5599 1,33% 

Учитывая случайный характер шумов квантования, 
последовательности qZC  с учетом шумов квантования 

усредняются по 10 вариантам их моделирования. Сум-
ма боковых лепестков АКФ не включает величину мак-
симума АКФ (центрального пика АКФ). Результаты вы-
числений отношения квадрата максимума циклической 
АКФ к среднему значению квадрата боковых лепестков 
АКФ квантованной последовательности mMF  (в деци-
белах), отношение модуля максимального значения 
боковых лепестков к максимуму циклической АКФ mPSL  
(в процентах) без учета и с учетом шумов квантования 

qZC  (25,139) в зависимости от шага квантования отра-
жены в табл. 1 и графиках на рис. 3. 

 
Рис. 3. График mMF  – отношение квадрата максимума  

циклической АКФ к среднему значению квадрата боковых  
лепестков АКФ qZC  (25,139) в зависимости от шага  

квантования Q без учета шумов квантования  
и с учетом шумов квантования 

На рис. 4 а-7 а представлены графики циклической 
АКФ квантованной последовательности qZC  (25,139) с 

уровнями квантования L = 64 (рис. 4а), L = 16 (рис 5 а), 
L = 4 (рис. 6а), L = 2 (рис. 7 а). На рис. 4 б-7 б представ-
лены соответственно графики циклической АКФ кванто-
ванной последовательности ZC (25,139) в увеличенном 
масштабе по осям X, Y. 

На графиках циклической АКФ показаны в увеличен-
ном формате боковые лепестки АКФ в окрестности мак-
симума циклической АКФ (рис. 4 б-7 б). 

 
 а) б) 

Рис. 4. а) действительная часть циклической АКФ ZC (25,139) с числом уровней квантования L = 64;  
б) то же в увеличенном масштабе 

 
 а) б) 

Рис. 5. а) действительная часть циклической АКФ ZC (25,139) с числом уровней квантования L = 16;  
б) то же в увеличенном масштабе 
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 а) б) 

Рис. 6. а) Действительная часть циклической АКФ ZC (25,139) с числом уровней квантования L = 4;  
б) то же в увеличенном масштабе 

 
 а) б) 

Рис. 7. а) Действительная часть циклической АКФ ZC (25,139) с числом уровней квантования L = 2;  
б) то же в увеличенном масштабе 

Заключение 

Из приведенных результатов моделирования следует 
вывод, что с уменьшением числа уровней квантования с 
64 до 2 быстрого роста значения боковых лепестков цик-
лической АКФ не наблюдалось: отношение модуля мак-
симального значения боковых лепестков к максимуму 
циклической АКФ увеличивалось с 1,17 % от величины 
максимума АКФ при 64-х уровнях квантования до 13,03 % 
при 2-х уровнях квантования. Шумы квантования произ-
водят интегрирующее (усредняющее) действие на вели-
чины боковых лепестков (в основном, для уровней кван-
тования L = 2, L = 4, L = 8). Отношение модуля макси-
мального значения боковых лепестков к максимуму цик-
лической АКФ с учетом шумов квантования меняется с 
1,33 % до 12,21 %. При малых уровнях квантования от-
мечается снижение этой величины отношения. Для уров-
ней квантования L = 32, L = 64 отношение квадрата мак-
симума АКФ к квадрату среднего значения уровня боко-
вых лепестков существенно не меняется.   

Из данных табл. 1 и графиков на рис. 3 следует 
принципиальная возможность снижения уровней кван-
тования с 216 … 232, что характерно для мощных сиг-
нальных процессоров, до 24…26, что позволяет приме-
нять при построении устройств передачи, приема и об-
работки данных дешевые сигнальные RISC – процессо-
ры с высоким быстродействием и микроконтроллеры. 

При увеличении числа уровней квантования свыше 
64 уменьшение уровня боковых лепестков мало влияет 

на характеристики циклической АКФ, поэтому в данной 
работе результаты моделирования при L > 64 не рас-
сматривались. Таким образом, кодирование элементар-
ных сигналов последовательности ZC 6-разрядным ко-
дом (26 = 64) вполне достаточно для получения хороших 
корреляционных свойств последовательности ZC. 
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Работа посвящена улучшению качества зашумленных речевых 
сигналов путем обработки с использованием алгоритма подавле-
ния шума на основе мягкой маски. Для оценки маски предложено 
использовать рекуррентную нейронную сеть, предварительно обу-
ченную на записях из базы речевых сигналов общей продолжитель-
ностью более часа. Разработанный алгоритм реализован на языке 
Python и в отдельных случаях позволяет производить обработку 
речевых сигналов в реальном времени. С использованием показате-
ля качества PESQ проведено его сравнение с двумя широко исполь-
зуемыми алгоритмами шумоподавления, использующими функцию 
коррекции спектра Винера, а также с алгоритмом на основе свёр-
точной сети, разработанным авторами ранее. 

УДК 004.934 

ОЦЕНКА МЯГКОЙ МАСКИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЕКУРРЕНТНОЙ НЕЙРОННОЙ 
СЕТИ ДЛЯ ПОДАВЛЕНИЯ ШУМА В РЕЧЕВЫХ СИГНАЛАХ 
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SOFT MASK ESTIMATION TECHNIQUE USING RECURRENT NEURAL NETWORK  
FOR SPEECH ENHANCEMENT 

Tupitsin G.S., Topnikov A.I. 
The work is devoted to the speech quality improvement through speech signals processing by a noise reduction algorithm based on 
the soft mask. A recurrent neural network for the soft mask estimation was proposed. It was pretrained on speech database records, 
for a total duration of more than an hour. The algorithm was implemented in Python language and it allows real-time speech pro-
cessing in some cases. A comparison of proposed solution with two widely used Wiener gain function-based algorithms and convo-
lutional neural network speech denoising algorithm was performed using PESQ speech quality measure. 

Key words: speech signal, denoising, soft mask, recurrent neural network. 

 
Ключевые слова: речевой сигнал, шумопо-

давление, мягкая маска, рекуррентная нейрон-
ная сеть.  

Введение 

Алгоритмы восстановления речевого сигна-
ла, искаженного аддитивным некоррелирован-
ным шумом, в случае, когда доступен только 
зашумленный сигнал, имеют широкое примене-
ние в различных приложениях цифровой обра-
ботки речевых сигналов, таких как распознава-
ние речи, распознавание говорящего, детекти-
рование речевой активности, улучшение каче-
ства и разборчивости речевых сигналов и др. [1]. Пред-
ложены методы подавления шума в частотной области, 
использующие различные функции коррекции спектра 
(ФКС), зависящие от апостериорного отношения сиг-
нал/шум (ОСШ) и/или оценки априорного ОСШ. Для 
ФКС спектрального вычитания [2] оценка априорного 
ОСШ не требуется. В ином случае она может осуществ-
ляться с помощью подхода прямого принятия решения 
(decision-directed) [3, 4], его модификации на основе 
двухступенчатого алгоритма (two step noise reduction, 
TSNR) [5, 6], а также других методов [7, 8]. Для коррек-
ции спектра на практике используются различные ФКС: 
Винера [9], минимальной среднеквадратичной ошибки 
кратковременного амплитудного спектра (minimum mean 
square error short-time spectral amplitude, MMSE-STSA) 
[4] и др. Помимо методов подавления шума в частотной 
области существуют и другие подходы, например, рабо-
тающие в модуляционной области [10]. 

Еще одна группа методов шумоподавления в ча-
стотной области основана на применении частотно-
временных бинарных [11-13] и мягких масок [14-16] в ка-
честве ФКС. При построении бинарных масок использу-
ется предположение, что аддитивный шум искажает от-

дельные точки частотно-временного представления сиг-
нала сильно, а другие – незначительно. Соответственно, 
они могут быть разделены на «зашумленные» и «не 
очень зашумленные». Мягкие маски конструируются по 
аналогичному принципу, однако для каждой точки частот-
но-временного представления сигнала вычисляется ве-
роятность того, что в ней преобладает речь, а не шум. 

С развитием эффективных методов машинного обу-
чения широкое распространение стали получать алгорит-
мы подавления шума на основе искусственных нейрон-
ных сетей [17-19]. Данные алгоритмы предварительно 
обучаются на большом наборе речевых сигналов и могут 
использовать дополнительную априорную информацию, 
такую как, например, видеозапись говорящего [20]. 

В работе [21] предложено использовать свёрточную 
нейронную сеть для оценки мягкой маски, при этом це-
левой переменной при обучении нейронной сети служит 
бинарная маска, определенная по порогу 0 дБ. В насто-
ящем исследовании предлагается использовать рекур-
рентную нейронную сеть вместо свёрточной, а в каче-
стве целевой переменной использовать мягкую маску, 
рассчитанную, исходя из предположения о рэлеевском 
распределения амплитудного спектра шума в каждой 
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частотной полосе. Как и оригинальный алгоритм, усо-
вершенствованная версия учитывает априорную ин-
формацию о спектральной плотности мощности шума в 
каждой частотной полосе. 

Целью работы является повышение качества рече-
вых сигналов в условиях воздействия аддитивных шу-
мов различных типов с помощью нейросетевого алго-
ритма шумоподавления. 

Мягкие маски  

Рассмотрим речевой сигнал ( )x t , искаженный адди-

тивным шумом ( )n t . Наблюдаемый зашумленный рече-

вой сигнал ( )y t  можно выразить следующим образом: 

( ) ( ) ( )y t x t n t   
Разбив зашумленный сигнал на перекрывающиеся 

окна и выполнив преобразование Фурье для каждого 
окна, получим: 

, , , ,k w k w k wY X N   

где k – номер частотной полосы, w – номер окна; ,k wY , 

,k wX , ,k wN  – Фурье-образы зашумленного сигнала, не-

зашумленного сигнала и шума соответственно. 
Задача подавления шума в частотной области сво-

дится к поиску фильтра ,k wG  для зашумленного сигнала 
(иначе – ФКС), который позволял бы получить опти-
мальную (по некоторому критерию) оценку незашум-
ленного сигнала [22]. Применить его (путем поэлемент-
ного умножения) необходимо к амплитудному спектру 
зашумленного сигнала ,k wR  для получения оценки не-

зашумленного  ,k wA : 


, , , ,k w k w k wA G R  

При этом оптимальной оценкой фазового спектра 
незашумленного сигнала по критерию минимума сред-
неквадратичной ошибки является непосредственно фа-
зовый спектр зашумленного сигнала [4]. 

Бинарные и мягкие маски также могут использовать-
ся в качестве функции коррекции спектра. ФКС бинар-
ной маски определяется следующим образом:  

0
,

1

1,  
,

0,  k w

H
B

H


 


 

где 0H  – гипотеза, что в некоторой частотно-временной 

точке присутствует преимущественно речь; 1H – гипоте-
за, что в некоторой частотно-временной точке присут-
ствует преимущественно шум. Для выделения частотно-
временных точек, содержащих речь, предложено ис-
пользовать следующее неравенство [11, 23]:  

,ξ ,local
k w   

,ξ local
k w – локальное априорное отношение сигнал-шум, 

равное отношению спектральных плотностей мощности 
незашумленного сигнала и шума для окна w и номера 
частотной полосы k;   – порог, обычно принимается 
равным 1 (что соответствует 0 дБ) [24, 25].  

Так как локальное априорное отношение сигнал-шум 
неизвестно, бинарная маска может быть оценена только 
приблизительно. При этом значение бинарной маски 

для каждого окна и частотной полосы можно рассматри-
вать как случайную величину, имеющую распределение 
Бернулли с параметром p, равным вероятности спра-
ведливости гипотезы 0H . Используя подход, описанный 
в [14, 26] можно записать: 


, , ,

, 0 0 , ,1 1

E{ }
[ { } {( ) (} .)]
k w k w k w

k w k w k w

A B R
E B H P H E B H P H R
 

 
 

Учитывая, что , 0{ } 1k wE B H  , а 1,{ } 0k wE B H  , выра-

жение (1) можно привести к виду: 


, , ,

, 0 ,

,

( ) ( )ξ τ .

k w k w k w

local
k w k w

A S R

S P H P



  
 

Для ,k wS  предложен термин «мягкая маска» [14, 27]. 

Ее значения в каждой точке частотно-временного пред-
ставления сигнала соответствуют вероятности того, что 
этой точке преобладает речь, а не шум. 

Существуют различные алгоритмы для оценки мяг-
кой маски. Так в [16, 27] предложена методика оценки 
мягкой маски на основе фильтра Винера и предположе-
ния о рэлеевском распределении амплитудного спектра 
шума. В [21] для оценки мягкой маски используется 
свёрточная нейронная сеть. 

Нейросетевой алгоритм оценки мягкой маски 

Предлагаемая рекуррентная нейронная сеть имеет 2 
входа. На вход № 1 подается текущее обрабатываемое 
окно с амплитудным спектром сигнала, а также 31 
предыдущее. На вход № 2 – апостериорное отношение 
сигнал/шум текущего окна, которое рассчитывается по 
следующей формуле: 

2 2
, ,γ /k w k w kR D , 

где 2
kD  – спектральная плотность мощности шума. 

После входа № 1 следует следующая цепочка из 
двух последовательно идущих управляемых рекуррент-
ных блоков (Gated Recurrent Unit, GRU) [28] cо 129 
нейронами и функцией активации на основе гиперболи-
ческого тангенса. 

После входа № 2 следует плотный слой со 129 
нейронами и функцией активации на основе гиперболи-
ческого тангенса. Выходы описанных цепочек скрытых 
слоев объединяются в одну путем конкатенации. Далее 
следует цепочка из 5 последовательно идущих плотных 
слоев с 258 нейронами и функцией активации ELU 
(Exponential Linear Unit) [29]. На выходе нейронной сети 
расположен плотный слой со 129 нейронами и логисти-
ческой функцией активации. Логистическая функция ак-
тивации представлена формулой: 

1σ( ) ,
1 xx

e


  

где x – выход с нейрона предыдущего слоя. Ее выбор 
связан непосредственно с тем, что возможные значения 
мягкой маски находятся на интервале [0, 1]. 

В качестве целевой переменной используется мягкая 
маска, рассчитанная исходя из предположения о рэле-
евском распределении амплитудного спектра шума: 

, , ,( )k w k w k wS P D A    
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2 2
, ,( ) 1 exp[ / (2 )].Рэлей

k w k k w kF A D A D     

На этапе обучения нейронной сети используется ло-
гистическая функция потерь, обеспечивая минимизацию 
перекрестной энтропии. 

Для обучения нейронной сети сигналы искажались 
аддитивным белым гауссовским шумом (АБГШ), а также 
шумами «Speech babble» и «Vehicle interior noise» из 
библиотеки NOISEX-92 [30] для достижения ОСШ  
от 0 до 20 дБ. Тип шума и ОСШ для каждого сигнала 
выбирался случайным образом. После искажения сиг-
налы подавались на входы нейронной сети для ее обу-
чения. Затем данная процедура повторялась, причем 
тип шума и ОСШ вновь выбрались случайно для каждо-
го сигнала, что обеспечило очень большой набор вари-
аций сигнал – тип шума – ОСШ. Произведено 1000 эпох 
обучения (1 эпоха – полный набор сигналов обучающей 
выборки). 

Реализация и тестовое окружение 

Предлагаемый нейросетевой алгоритм подавления 
шума реализован с помощью языка Python и библиотек 
SciPy [31] и Keras [32]. 

В работе речевые сигналы предварительно разби-
вались на перекрывающиеся окна длиной 32 мс, что при 
частоте дискретизации 8 кГц соответствует 256 отсче-
там. Величина перекрытия окон составляла 50 % от 
длины окна. При получении спектра сигнала использо-
валось окно Хеннинга. 

Для исследования использована база речевых сиг-
налов, составленная на основе записей речевого корпу-
са CHAINS школы компьютерных наук и информатики 
университетского колледжа Дублина [33]. Данный кор-
пус содержит записи 36 дикторов в различных стилях 
произношения, из которых в работе используется лишь 
стиль одиночного чтения (маркируется в корпусе как 
«Solo reading»). Записи выбранного стиля записаны в 
профессиональной студии звукозаписи на микрофон 
Neumann U87. Запись произведена в одну сессию. Чис-
ло дикторов в корпусе – 36 (20 мужчин и 16 женщин). 

Для обучения нейронной сети использованы записи 
30 дикторов (по 4 записи на диктора), общей продолжи-
тельностью 1 час 17 минут 29 секунд. Тестирование 
производилось на записях оставшихся 6 дикторов (по 34 
записи на диктора), общей продолжительностью 9 ми-
нут 12 секунд. 
Исследование качества работы алгоритма 

 Проведено сравнение предложенного алгоритма 
шумоподавления с алгоритмом на основе свёрточной 
нейронной сети, а также двумя широко используемыми 

алгоритмами в задаче повышения качества зашумлен-
ных речевых сигналов. Для удобства обозначим участ-
вующие в сравнении алгоритмы следующим образом: 

Алгоритм № 1 – предложенный алгоритм, основан-
ный на оценке мягкой маски с использованием рекур-
рентной нейронной сети. 

Алгоритм № 2 – алгоритм, основанный на оценке 
мягкой маски с использованием свёрточной нейронной 
сети. 

Алгоритм № 3 – двухступенчатый алгоритм шумопо-
давления (α = 0,98) на основе ФКС Винер. 

Алгоритм № 4 – алгоритм на основе подхода прямого 
принятия решения (α = 0,98) и ФКС Винера. 

В ходе исследования тестовые сигналы искажались 
АБГШ, а также шумами «Speech babble» и «Vehicle 
interior noise» из библиотеки NOISEX-92 для достижения 
ОСШ 0, 5, 10, 15, 20 дБ. Затем производилась обработка 
сигналов с помощью указанных алгоритмов шумоподав-
ления. 

Эффективность работы алгоритмов оценивалась с 
помощью показателя качества PESQ (Perceptual 
Evaluation of Speech Quality) [34]. Оценка качества про-
изводилась для каждого восстановленного сигнала, за-
тем результаты усреднялись. Результаты проведенного 
сравнения представлены в табл. 1. 

Видно, что предложенный алгоритм обеспечивает 
лучшее качество обработанного сигнала по показателю 
качества PESQ для всех используемых типов шума по 
сравнению с тремя другими алгоритмами.  

Так по сравнению с алгоритмом на основе свёрточ-
ной нейронной сети (алгоритм № 2) преимущество для 
АБГШ в зависимости от ОСШ составляет 0,06-0,11  
(в среднем 0,08) единиц шкалы MOS (Mean Opinion 
Score); для шума SB – 0,04-0,18 (в среднем 0,13); для 
шума VIN – 0,03-0,18 (в среднем 0,08). По сравнению с 
двухступенчатым алгоритмом шумоподавления на осно-
ве ФКС Винера (алгоритм № 3) преимущество составля-
ет: для АБГШ – 0,39-0,44 (в среднем 0,42); для шума  
SB – 0,36-0,74 (в среднем 0,58); для шума VIN – 0,04-
0,29 (в среднем 0,14). По сравнению с алгоритмом на 
основе подхода прямого принятия решения и ФКС Вине-
ра (алгоритм № 4) составляет: для АБГШ – 0,2-0,34 (в 
среднем 0,25); для шума SB – 0,25-0,47 (в среднем 0,39); 
для шума VIN – 0,03-0,17 (в среднем 0,09). 

Отметим, что в случае с шумом VIN по сравнению с 
АБГШ и SB алгоритмы обеспечивают близкие значения 
показателя качества PESQ. Это можно объяснить осо-
бенностью шума, энергия которого сосредоточена в об-
ласти низких частот. Таким образом, значительная часть 
диапазона частот, соответствующего речевым сигналам, 

Таблица 1. Сравнение алгоритмов шумоподавления на основе показателя качества PESQ 

Тип шума АБГШ  Speech babble  Vehicle interior noise 
Алгоритм 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
ОСШ, дБ    

0 2,40 2,29 1,98 2,06 2,11 2,07 1,37 1,66 3,82 3,64 3,53 3,65 
5 2,70 2,61 2,29 2,42 2,58 2,45 1,89 2,11 4,05 3,93 3,86 3,94 

10 3,00 2,92 2,56 2,77 2,97 2,83 2,39 2,57 4,22 4,16 4,10 4,14 
15 3,31 3,24 2,87 3,11 3,31 3,13 2,80 2,95 4,33 4,30 4,27 4,29 
20 3,60 3,54 3,21 3,40 3,61 3,47 3,25 3,36 4,41 4,38 4,37 4,38 
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в данном случае практически не искажается, и на итого-
вую оценку влияет в том числе и способность алгоритма 
обрабатывать практически неискаженные спектральные 
составляющие речи.  

Заключение 

 В работе предложена усовершенствованная мето-
дика оценки мягкой маски с использованием рекуррент-
ной нейронной сети и алгоритм подавления шума в ре-
чевых сигналах на ее основе. По сравнению с преды-
дущей версией алгоритма, использующей свёрточную 
нейронную сеть, изменена структура сети и пересмот-
рен алгоритм обучения – в предлагаемом варианте в 
качестве целевой переменной используется мягкая 
маска, рассчитанная, исходя из предположения о рэле-
евском распределения амплитудного спектра шума в 
каждой частотной полосе.  

С использованием показателя качества PESQ прове-
дено сравнение разработанного алгоритма с алгоритмом 
шумоподавления на основе свёрточной нейронной сети, 
двухступенчатым алгоритмом на основе ФКС Винера, 
алгоритмом на основе подхода прямого принятия реше-
ния и ФКС Винера. В ходе исследования тестовые сигна-
лы искажались АБГШ, а также шумами «Speech babble» и 
«Vehicle interior noise» из библиотеки NOISEX-92 для до-
стижения ОСШ 0, 5, 10, 15, 20 дБ. В результате предла-
гаемый алгоритм показал преимущество для всех ис-
пользованных сочетаний типа шума и ОСШ. 

Результаты исследования демонстрируют преиму-
щество предлагаемого алгоритма в задаче повышения 
качества зашумленных речевых сигналов и свидетель-
ствуют о его перспективности. 
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НОВЫЕ КНИГИ 

 

Витязев В.В.  
Многоскоростная обработка сигналов – М.: Изд-во 

«Горячая линия-Телеком»,  2017 г. – 336 с.: ил. 
Рассмотрена эволюция теории и технологий многоско-

ростной обработки сигналов в период с начала 70-х гг. про-
шлого столетия до наших дней с позиции вклада, который 
внесли в их развитие работы российских ученых и специали-
стов в области цифровых информационных технологий ре-
ального времени. Описаны методы и алгоритмы многосту-
пенчатой и многокаскадной реализаций цифровых узкопо-
лосных фильтров и банков  цифровых фильтров на основе 
эффектов прореживания по времени (децимация во времен-
ной области) и по частоте (децимация в частотной области). 

Приведена методика оптимизации параметров многосту-
пенчатых и многокаскадных структур цифровых полосовых 
фильтров. Построение оптимальных структур и расчет пара-
метров фильтров частотной селекции иллюстрируется мно-
гочисленными примерами. 

Для специалистов, научных работников, преподавателей 
вузов, аспирантов; будет полезна студентам информацион-
ных и инфокоммуникационных направлений подготовки. 
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Рассмотрен синтез алгоритма стабилизации уровня ложных 
тревог при межобзорном накоплении отражённых радиолокационных 
сигналов, который позволяет аналитически вычислять порог обна-
ружения. Особенностью предлагаемого алгоритма является исполь-
зование аппарата характеристических функций, что позволяет вы-
числять порог обнаружения аналитически исключив трудоемкие чис-
ленные вычисления свёртки плотностей распределения на каждом 
обзоре. На заключительном этапе работы алгоритма производится 
линейная интерполяция зависимости вероятности ложной тревоги. 
Эффективность предлагаемого алгоритма оценивается путём 
сравнения результатов аналитического вычисления порогов обнару-
жения и порогов, получаемых методом экстремальных статистик. 
При помощи имитационного моделирования показано, что использо-
вание линейной интерполяции позволяет обеспечить выигрыш в 
пороговом отношении сигнал-шум около 0,2 дБ. 

УДК 621.37 

АЛГОРИТМ СТАБИЛИЗАЦИИ УРОВНЯ ЛОЖНЫХ ТРЕВОГ  
ПРИ МЕЖОБЗОРНОМ НАКОПЛЕНИИ РАДИОЛОКАЦИОННЫХ СИГНАЛОВ 

Кошелев В.И., д.т.н., профессор, заведующий кафедрой радиотехнических систем Рязанского государственного 
радиотехнического университета, e-mail: koshelev.v.i@rsreu.ru; 
Белокуров В.А., к.т.н., доцент кафедрой радиотехнических систем Рязанского государственного 
радиотехнического университета, e-mail: belokurov.v.a@rsreu.ru. 

ALGORITHM FOR STABILIZING THE LEVEL  
OF FALSE ALARMS WITH MULTI-FRAME ACCUMULATION OF RADAR SIGNALS 

Koshelev V.I., Belokurov V.A. 
The paper considers the synthesis of the algorithm for stabilizing the level of false alarms with the multi-frame accumulation of re-
flected radar signals, which allows analytically calculating the detection threshold. A feature of the proposed algorithm is the use of 
the apparatus of characteristic functions, which makes it possible to calculate the detection threshold analytically excluding time-
consuming numerical calculations of the convolution of distribution densities at each survey. At the final stage of the algorithm, line-
ar interpolation of the dependence of the probability of a false alarm is performed. The effectiveness of the proposed algorithm is es-
timated by comparing the results of the analytical calculation of the detection thresholds and the thresholds obtained by the method 
of extremal statistics. Using simulation modeling, it is shown that the use of linear interpolation allows for a gain in the threshold sig-
nal-to-noise ratio of about 0,2 dB. 

Key words: multi-frame accumulation, CFAR, characteristic functions. 

 
Ключевые слова: межобзорное накопление, 

стабилизация уровня ложных тревог, характе- 
ристическая функция.  

Введение 

Актуальной задачей современной радиоло-
кации является повышение дальности обнару-
жения и точности оценки параметров малоот-
ражающих целей. Основным способом ее ре-
шения является использование межобзорного 
накопления [1, 2] отражённых радиолокацион-
ных сигналов. При этом необходимо учитывать, 
что за время между обзорами цель может пе-
ремещаться по каналам обработки. При ис-
пользовании корреляционно-фильтровой схемы 
обработки радиолокационной информации на 
вход обнаружителей, использующих межобзорное 
накопление, поступают отсчёты с выхода блоков БПФ с 
последовательно чередующихся каналов дальности. 
При этом законы распределения отсчётов отличаются 
от нормальных [3] и меняются в процессе межобзорного 
накопления, что приводит к сложностям вычислений 
плотностей распределения на входе порогового устрой-
ства при гипотезе H0 (отсутствии цели) и характеристик 
обнаружения при межобзорном накопления. Для реше-
ния этих проблем в работе предлагается использовать 
аппарат характеристических функций. 

Применим алгоритм межобзорного накоплении от-
ражённых радиолокационных сигналов в координатах 
«дальность-скорость», который имеет вид [4]: 
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где K
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K mm ˆ,ˆ  – каналы по дальности и скорости соответ-

ственно, в которых формируется максимальное значе-

ние статистики 
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K

i

r ; K – число обзоров, данные с 

которых накапливаются; 2|)(| r  – квадрат модуля ком-

плексного отсчёта на выходе канала i
fm  по скорости и 

im  канала по дальности на i-м обзоре; NR, Nf – зона 
формирования отношения правдоподобия по дальности 
и скорости. Размер данной зоны определяется моделью 
движения цели (ее маневренными возможностями);  

2
ш  – дисперсия шума. 

Обозначим  Tyyxx X – вектор состояний 
цели. Изменение вектора состояний между k-м и (k-1)-м 
обзорами определяется соотношением: 
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1 kk FXX , 
где F – переходная матрица, имеющая вид: 
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где Tобз – период обзора. Используя параметр Tобз, раз-
мер строба по дальности dR и ширину полосы пропуска-
ния фильтра по частоте df. Величины NR, Nf  определя-
ются следующим образом: 

df
TFN

dR
TRN fR

обзmaxобзmax ,


 , 

где maxR  – максимальная скорость изменения дально-

сти до цели за время Tобз; maxF  – максимальная ско-
рость изменения доплеровской частоты за время Tобз . 
На рис. 1 показан процесс возможных перемещений 
области NR, Nf цели между k-м и (k-1)-м обзорами.  

 

Рис. 1. Формирование области  
возможных перемещений цели между обзорами 

На рис. 2 показан процесс формирования возмож-
ных перемещений цели за K обзоров. В узлах сетки 
расположены статистики ,|)(| 2r  соответствующие раз-
личным каналам по дальности и скорости, которые 
формируются в корреляционно-фильтровой схеме. 

 

Рис. 2. Процесс формирования  
возможных перемещений цели за K обзоров 

В настоящее время вычисление порога обнаружение 
для алгоритмов, подобных (1), выполняется методами 
имитационного моделирования [5], что затрудняет их 
практическое использование при изменении дисперсии 
входного шума. 

Постановка задачи 

Опираясь на критерий Неймана-Пирсона разрабо-
тать аналитический алгоритм стабилизации уровня лож-
ных тревог при межобзорном накоплении. В соответ-
ствии с (1), с порогом обнаружения сравнивается макси-
мальная сумма статистик ,|)(| 2r  соответствующая 
возможному перемещению цели за K обзоров. Для ста-
билизации уровня ложных тревог необходимо опреде-
лить распределение статистики )ˆ,ˆ,( K

f
K mmXL  по гипо-

тезе H0. Дополнительной особенностью решаемой зада-
чи является негауссовский закон распределения стати-
стик .|)(| 2r  

Решение поставленной задачи 

Проанализируем стабилизацию уровня ложных тревог 
в алгоритме (1) при помощи характеристических функций. 
На первом этапе необходимо определить закон распре-
деления .|)(| 2r  Известно [6], что плотность распреде-
ления вероятностей )(xpr  величины 2|)(| r  соответ-
ствует экспоненциальному закону распределения: 
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где ),( 2
ш itr  – характеристическая функция величины 

.|)(| 2r  
Выражение (1) описывает последовательность дей-

ствий над статистиками .|)(| 2r  На первом этапе осу-
ществляется суммирование данных статистик по воз-
можным перемещениям цели за K обзоров. На втором 
этапе происходит выбор максимального значения 

)ˆ,ˆ,( K
f

K mmXL  и его последующее сравнение с порогом 

обнаружения. 
Рассмотрим преобразование плотностей распреде-

ления на первом этапе. В соответствии с [6] плотность 
распределения суммы двух случайных величин опреде-
ляется свёрткой их плотностей. Таким образом, на каж-
дом обзоре необходимо вычислять свёртку плотности 
распределения вероятностей, полученной на (k-1)-м об-
зоре с плотностью распределения вероятностей )(xpr  
шума на k-м обзоре. С другой стороны, известно [4], что 
характеристическая функция суммы случайных величин 
равна произведению характеристических функций слу-
чайных величин. 

Обозначим )(tL  – характеристическую функцию 

суммы статистик 2|)(| r  за K обзоров по гипотезе H0: 
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где kш
2̂  – оценка мощности шума на k-м обзоре. 

Характеристическая функция )(tL  и плотность рас-

пределения )(xpK  суммы статистик 2|()| r  связаны об-
ратным преобразованием Фурье [2]: 
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После вычисления )(xpK  с использованием БПФ 

необходимо найти плотность распределение )(max xp K  
максимальной статистики L(). Данное распределение 
имеет вид: 
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n
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где )(xPK  – функция распределения суммы статистик 
2|()| r ; n – общее количество возможных перемещений 

за K обзоров. После этого, вычисляется порог обнару-

жения )( 2
шT , соответствующий заданной вероятности 

ложной тревоги. 
Рассмотрим применение метода численного инте-

грирования для вычисления интеграла (3). 
Аппроксимация при помощи БПФ основана на про-

стейшем численном интегрировании, в частности, ме-
тоде прямоугольников.  
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где c, a, b – интервалы интегрирования. Разобьем ин-
тервал интегрирования ],[ ba  на N частей. Шаг сетки 
интегрирования и координаты узлов имеют вид: 
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где k = 0…N-1. 
Значения плотности распределения вероятностей в 

узлах сетки kx  имеют вид: 
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Используя правило левых прямоугольников в выра-
жении (5) получим: 
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где 1))(
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(  abNju j  – шаг сетки в координатах ха-

рактеристической функции. 
Выражение (6) определяет следующий алгоритм вы-

числения плотности распределения вероятностей при 
помощи численного интегрирования характеристиче-
ской функции: 

1) умножим отсчёты характеристической функции 
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где FFT() – операция вычисления БПФ; 
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На рис. 3 показана структурная схема предлагаемого 
алгоритма стабилизации уровня ложных тревог, имею-
щая следующие обозначения: БОПШ – блок оценки па-
раметров шума; БВХФ – блок вычисления характеристи-
ческих функций; БВФРВ – блок вычисления функции 
распределения вероятности; БВПРВ – блок вычисления 
плотности распределения вероятностей; БВП – блок 
вычисления порога обнаружения; F – заданная вероят-
ность ложной тревоги. 

 

Рис. 3. Структурная схема предлагаемого алгоритма  
стабилизации уровня ложных тревог 

В БВФРВ происходит вычисление функции распре-
деления вероятностей: 
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В БВПРВ происходит вычисление плотности распре-
деления вероятности в узлах сетки с шагом h: 
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В БВП происходит вычисление зависимости вероят-

ности ложной тревоги F̂  от порога обнаружения в узлах 
сетки с шагом h: 
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где k0 – узел сетки, соответствующий порогу обнаруже-
ния. 

Вычисление зависимости вероятности ложной тре-
воги от порога обнаружения в узлах сетки с шагом h 
приводит к ошибкам квантования порога обнаружения 

,)( 0
2
ш hkT   смысл которых поясняется на рис. 4. При 

численном интегрировании выражения (7) значение 
величины порога обнаружения представляет собой слу-
чайную величину, равномерно распределённую в диа-
пазоне значений порога обнаружения ),( 2

шT  соответ-
ствующего точкам 1 и 2, показанным на рис. 4. 

 

Рис. 4. Аппроксимация вероятности ложной тревоги 

 

Рис. 5. Зависимость вероятности ложной тревоги  
от порога обнаружения при разных дисперсиях шума 

На рис. 5 показана зависимость вероятности ложной 
тревоги от порога обнаружения при различных значени-
ях дисперсии шума: 1

2
ш2

2
ш 5,1   ; 1

2
ш3

2
ш 2  . Данная 

зависимость показывает, что при изменении дисперсии 
шума в два раза порог обнаружения увеличился также 
примерно в два раза. Зависимости на рис. 4 и 5 постро-
ены при N = 1024 точках БПФ. 

С целью уменьшения эффекта шумов квантования 
порога обнаружения, предлагается использовать ли-
нейную интерполяцию, т.е. аппроксимировать зависи-
мость вероятности ложной тревоги (7) в окрестности 
значения заданной F прямой линией, проходящей через 
две точки: 1 и 2, показанные на рис. 4: 
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где ),(),,( 2211 yxyx  – первой и второй точек. 

Точки 1 и 2, показанные на рис. 4, выбираются сле-
дующим образом. После вычисления значений плотно-
сти 1

0max }{ 
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соответствуют два узла сетки: k0 и k0 + 1. Данным значе-
ниям соответствуют значения вероятности ложной тре-
воги, вычисленные в соответствии с (7): FFk  )1( 0  и 

.)1( 10 FFk    Используя данные значения, порог обна-
ружения можно определить согласно выражению: 
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При вычислении порога обнаружения адаптация к 
дисперсии шума происходит в процессе определения 
узлов сетки k0 и k0 + 1 и численного интегрирования вы-
ражения (5). 

Имитационное моделирование 

С целью проверки работоспособности предлагаемого 
алгоритма выполним имитационное моделирование. 
Моделирование статистик 2|)(| r  при гипотезе H0 вы-
полним методом обратной функции [6]. Значение порога 
обнаружения определим по зависимости вероятности 
ложной тревоги, вычисляемой на основе данных моде-
лирования в соответствии с теоремой Гнеденко [7]. 

На рис. 6 показаны результаты имитационного моде-
лирования, соответствующие вероятности ложной тре-
воги, вычисленной путём интегрирования гистограммы 
распределения статистик ),ˆ,ˆ,( K

f
K mmXL  вычисленных 

для гипотезы H0 при различных значениях дисперсий 
шума .2

ш  На этом же рисунке показана аппроксимация 
вероятности ложной тревоги, полученная путём оценки 
параметров обобщённого распределения Парето мето-
дом максимального правдоподобия. 

На рис. 6 а и 6 б тонкой сплошной линией показана 
зависимость вероятности ложной тревоги, вычисленная 
на основе обобщенного распределения Парето, толстая 
сплошная соответствует вероятности ложной тревоги, 
полученной путём интегрирования гистограммы. 

Моделирование проводилось при следующих пара-
метрах: Nhist = 10000, F = 10-4, число обзоров, использу-
емых при накоплении K = 10, диапазон интегрирования 
[a, b] = [0,120], N = 512. 

Рассмотрим влияние шума квантования порога обна-
ружения на вероятность правильного обнаружения. На 
рис. 7 толстая кривая соответствует вероятности пра-
вильного обнаружения, вычисленной для случая порога 
обнаружения в соответствии с (8), тонкая кривая – без 
использования линейной интерполяции. Результаты по-
лучены путём численного моделирования при следую-
щих условиях: модель флуктуаций амплитуды сигнала – 
модель Сверлинга I; число повторений опытов 1000; 
число обзоров, данные с которых накапливаются 10; 
вероятность ложной тревоги 10-4; количество точек БПФ 
64; диапазон интегрирования [0,60]. 
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 а) при 1
22

ш ш   б) при 3
22

ш ш   

Рис. 6. Зависимость вероятности ложной тревоги от порога обнаружения  

 

Рис. 7.  Зависимость вероятности правильного обнаружения 
при различных порогах обнаружения 

Анализ зависимостей на рисунке 7 позволяет сде-
лать вывод, что наличие шума квантования порога об-
наружения приводит к потерям в пороговом отношении 
сигнал шум 0,2 дБ. С другой стороны, вычисление поро-
га обнаружения в соответствии с (8) обеспечивает вы-
игрыш в порогом отношении сигнал-шум 0,2 дБ при ве-
роятности правильного обнаружения 0,9. 

Заключение 

Таким образом, предлагаемый алгоритм обеспечива-
ет стабилизацию уровня ложных тревог в широком диа-
пазоне изменения мощности входного шума. Его положи-
тельным свойством является то, что порог обнаружения, 
соответствующий заданной вероятности ложной тревоги, 
вычисляется аналитически, что выгодно отличает его от 
известных алгоритмов, в которых уровень порога задает-
ся априорно и не гарантирует заданной вероятности 
ложных тревог. Результаты имитационного моделирова-
ния подтверждают возможность стабилизации ложных 
тревог на заданном уровне, а использование линейной 

интерполяции в процедуре вычисления порога обнаруже-
ния позволяет обеспечить дополнительный выигрыш в 
пороговом отношении сигнал-шум около 0,2 дБ при 
N = 64, что ориентировочно соответствует увеличению 
дальности действия РЛС на 2 %. 

Работа поддержана Государственным заданием  
№ 8.8445.2017/БЧ Минобрнауки на 2017-2019 гг. выс-
шим учебным заведениям и научным организациям  
в сфере научной деятельности. 
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Ставится задача увеличения частоты дискретизации транс-
форманты Фурье (улучшения оценки спектра сигнала), имея в рас-
поряжении последовательность данных фиксированной длины. Для 
решения подобных задач существует алгоритм, основанный на 
применении БПФ к последовательности данных, дополненной необ-
ходимым количеством нулей. Однако данный подход приводит к 
увеличению количества комплексных умножений. Предлагается 
новый алгоритм улучшения оценки спектра сигнала с меньшим ко-
личеством комплексных умножений, не требующий увеличения по-
рядка БПФ и допускающий эффективный параллельный режим реа-
лизации. 

УДК 621.391 

АЛГОРИТМ УЛУЧШЕНИЯ ОЦЕНКИ СПЕКТРА СИГНАЛА 

Туяков С.В., к.ф-м.н., АО НПП «СПЕЦ-РАДИО», начальник отдела, e-mail: sem_t@inbox.ru. 

ALGORITHM TO IMPROVE SPECTRAL ESTIMATION 

Tuyakov S.V. 
Task is to increase the sampling rate of the Fourier transform (improve spectral estimation), having a sequence of data of a fixed 
length. To solve such problems, there is an algorithm based on the application of the FFT to the data sequence, supplemented with 
the necessary number of zeros. However, this approach leads to an increase in the number of complex multiplications. A new algo-
rithm propose to improve spectral estimation with a smaller number of complex multiplications, not requiring increasing order FFT, 
and allowing for efficient parallel implementation. 

Key words: algorithm, the discrete Fourier transform, the fast Fourier transform, computational complexity, approximation 
of the continuous Fourier transform, to improve spectral estimation. 

 
Ключевые слова: алгоритм, дискретное 

преобразование Фурье, быстрое преобразова-
ние Фурье, вычислительная сложность, аппрок-
симация трансформанты Фурье, улучшение 
оценки спектра.  

Введение 

Как известно [1, 2], прямое дискретное пре-
образование Фурье (ДПФ) выполняется на ос-
нове следующего соотношения 
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Необходимо отметить, что ДПФ представляет собой 
аппроксимацию непрерывной трансформанты Фурье [3] 
или, как это определено в [1], аппроксимацию непре-
рывного спектра сигнала. Данная аппроксимация явля-
ется дискретной и определена в следующих точках ча-
стотной оси 

, 0,1,..., 1sfm m N
N

   ,  (2) 

где m – индекс анализируемой частоты, sf  – частота 
дискретизации сигнала. 

Очевидно, чем больше количество данных (значение 
N) доступно для анализа, тем точнее (подробнее) ДПФ 
аппроксимирует непрерывный спектр сигнала. Однако 
не всегда есть возможность в накоплении необходимого 
количества данных. Для таких случаев (значение N 
фиксировано) существует подход для улучшения оцен-
ки спектра с помощью ДПФ, известный как дополнение 
нулями исходной последовательности данных [1]. Под 
улучшением оценки спектра понимается увеличение 
частоты дискретизации непрерывной трансформанты 
Фурье. Так, например, для увеличения частоты дискре-
тизации непрерывной трансформанты Фурье в 2 раза 
необходимо исходную последовательность данных 
длиной N отсчетов дополнить N нулями и выполнить 
ДПФ размерности 2N. На практике реализация метода 

ДПФ осуществляется посредством применения алго-
ритма быстрого преобразования Фурье (БПФ), вычисли-

тельная сложность которого составляет 2log
2
N N  ком-

плексных умножений [1]. 
Таким образом, существующее решение задачи 

улучшения оценки спектра основано на использовании 
алгоритма БПФ к последовательности данных, допол-
ненной необходимым количеством нулей (здесь и далее 
классический алгоритм). Применение классического 
алгоритма требует вычисления определенного количе-
ства комплексных умножений. 

Далее представляется для обсуждения альтерна-
тивный алгоритм улучшения оценки спектра без допол-
нения нулями исходной последовательности данныхи 
требующий меньшее количество комплексных умноже-
ний, чем классический алгоритм. 

Алгоритм улучшения оценки спектра сигнала 

Пусть дана последовательность данных, предназна-
ченная для частотного анализа 

{ }, 0,1,..., 1nx n N  ,  (3) 
где N равно целой степени двух. 

Через K обозначим коэффициент улучшения оценки 
спектра, под которым будем понимать увеличение в K 
раз частоты дискретизации непрерывной трансформан-
ты Фурье. 
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Через Km  обозначим индекс анализируемой часто-
ты для заданного коэффициента K. 

Для начала рассмотрим случай, когда K = 2. 
Запишем формулу ДПФ для K = 2 
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Очевидно, что для индексов 

2 0,2,..., (2 ) 2m N     (6) 
значения результатов ДПФ, вычисленных по формулам 
(1) и (4), тождественно равны 
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m N
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 (7) 

Таким образом, для индексов, указанных в (6), вы-
числения можно осуществлять через «обычный» ДПФ 
размерности N. 

На рис. 1 а) представлены точки частотной оси для 
ДПФ, вычисляемого по формуле (1), а на рис.1 б) пред-
ставлены точки частотной оси для ДПФ, вычисляемого 
по формуле (4). 

 
а) исходного ДПФ 

 
б) ДПФ при K = 2 

Рис. 1. Отсчеты на частотной оси  

Для оставшихся индексов 
2 1,3,..., (2 ) 1m N   ,  (8) 

количество которых равно N, вычисления также можно 
производить на основе ДПФ размерности N 
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где 
2 n mjm n N

NW e
   .  (10) 

Важно отметить, что базисные функции в правой ча-
сти последнего соотношения (10) образуют ортогональ-
ный базис в N-мерном пространстве. Новые базисные 
функции определены в следующих точках частотной 
оси (рис. 1) 

1 , 0,1,.., 1
2

sfm m N
N

     
 

.  (11) 

Таким образом, исходная задача вида (4) свелась к 
вычислению двух N-точечных ДПФ (БПФ), что может 
быть записано следующим образом 
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Если проанализировать формулы (11), (12) и рис. 1, 
то становится понятным, что  

1 1
2

m m m
K

    ,  (13) 

т.е. величина смещения точек на частотной оси опреде-
ляется на основе заданного K коэффициента улучше-
ния оценки спектра. 

Подведем промежуточный итог для случая K = 2. 
Во-первых, вычисления 2-х БПФ в зависимости от 

архитектуры вычислителя можно осуществлять как па-
раллельно, так и последовательно. 

Во-вторых, вычислительная сложность (количество 
комплексных умножений) при таком подходе меньше 
вычислительной сложности классического алгоритма. 
Для представленного подхода вычислительная слож-
ность при K = 2 составляет 

2 22 log log
2
N N N N     

 
  (14) 

комплексных умножений. Выигрыш по отношению к 
классическому алгоритму составляет 
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log (2 ) 11
log log

N NV
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.  (15) 

Далее на рис. 2 в графическом виде представлена 
кривая выигрыша V для K = 2 и в зависимости от коли-
чества исходных данных. 

 

Рис. 2. Оценка вычислительной эффективности (K = 2) 

Теперь рассмотрим общий случай улучшения оценки 
спектра сигнала. 

Коэффициент улучшения K может быть любым 
натуральным числом, большим или равным двум 

, 2K N K  .  (16) 
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Формула ДПФ для фиксированного K имеет вид 
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Последнее соотношение представимо в виде объе-
динения K N-точечных ДПФ 
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Как и прежде, ДПФ ,( )L K LF m  для каждого  

L = 0,…K-1 реализуется на основе алгоритма БПФ с 
соответствующими коэффициентами. 

Рассмотрим более подробно содержание формул 
(18) и (19). Для наглядности последующих рассуждений 
зафиксируем N = 16 и K = 4. Распишем формулу (19) 
для каждого L = 0,…,3 
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На рис. 3 в наглядной форме поясняется алгоритм 
улучшения оценки спектра для рассматриваемого при-
мера: а) представлены точки частотной оси для ДПФ, 
вычисляемого по формуле (20), б) представлены точки 
частотной оси для ДПФ, вычисляемого по формуле (21), 
в) представлены точки частотной оси для ДПФ, вычис-
ляемого по формуле (22) и г) представлены точки ча-
стотной оси для ДПФ, вычисляемого по формуле (23). 

Из соотношений (20)-(23), анализируя значения ин-
дексов ,K Lm  для каждого L = 0,…K-1, и рис. 3 становит-

ся понятным содержание соотношения (18) в вопросе 
объединения K N-точечных ДПФ. 

Проведем расчет выигрыша относительно вычисли-
тельной сложности (количество комплексных умноже-
ний) предлагаемого алгоритма 
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  (24) 

где в числителе указана вычислительная сложность 
классического алгоритма, а в знаменателе указана вы-
числительная сложность предлагаемого алгоритма. 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 3. Отсчеты на частотной оси  
для ДПФ заданной фиксированной размерности (K = 4) 

После преобразования последнего выражения вели-
чина выигрыша представима в виде 
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Рис. 4. Оценка вычислительной эффективности (K = 16) 

На рис. 4 в графическом виде представлена кривая 
выигрыша V для K = 16 и в зависимости от количества 
исходных данных. Анализируя представленный матери-
ал, можно сделать вывод, что величина смещения точек 
анализа на частотной оси может быть произвольным 
действительным числом из полуинтервала от [0;1), т.е. 
справедливо следующее преобразование 
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Преобразование (26) позволяет для последователь-
ности данных фиксированной длины при различных 
значениях [0;1)r  осуществлять дискретизацию не-
прерывной трансформанты Фурье со сколь угодно ма-
лым шагом дискретизации. 

Заключение 

Предложенный в статье алгоритм для улучшения 
оценки спектра сигнала позволяет: 

– во-первых, осуществлять дискретизацию непре-
рывной трансформанты Фурье со сколь угодно малым 
шагом дискретизации (преобразование (26)), 

– во-вторых, уменьшить количество комплексных 
умножений по отношению к классическому алгоритму, 

– в-третьих, реализовать вычисления как в парал-
лельном, так и в последовательном режимах, в зависи-
мости от решаемой задачи и архитектуры вычислителя. 
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Представлен простой в реализации алгоритм БПФ для постро-
ения спектральной характеристики сигнала с высоким частотным 
разрешением, имеющий алгоритмическую сложность O(N·R·log2N), 
где N – количество отсчётов сигнала, N×R – длина набора частот. 
Алгоритм может быть использован для разработки российских 
систем цифровой обработки сигналов с высокой разрешающей спо-
собностью. 

УДК 519.677 

ПРЯМОЕ БЫСТРОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ПО ОСНОВАНИЮ ДВА  
С ВЫСОКИМ ЧАСТОТНЫМ РАЗРЕШЕНИЕМ 

Осипов О.В., к.ф.-м.н., доцент кафедры программного обеспечения вычислительной техники  
и автоматизированных систем Белгородского государственного технологического университета им. В.Г. Шухова,  
e-mail: osipov.fft@yandex.ru. 

DIRECT FAST FOURIER TRANSFORMATION ON THE RADIX-2 
WITH HIGH FREQUENCY RESOLUTION 

Osipov O.V. 
A simple-to-implement FFT algorithm for constructing a spectral characteristic of a signal with a high frequency resolution is pre-
sented, which has algorithmic complexity O(N·R·log2N), where N is the number of signal samples, N×R is the length of a set of fre-
quencies. The algorithm can be used to develop Russian systems of digital signal processing with high resolution. 

Key words: FFT algorithm, spectral characteristic, high frequency resolution, digital signal processin.  

 
Ключевые слова: быстрое преобразование 

Фурье (БПФ), спектральный анализ, высокое 
разрешение, сдвиг частоты, проблемы цифровой 
обработки сигналов (ЦОС), частотно-временное 
разрешение, численный алгоритм БПФ, ампли-
тудно-частотная характеристика.  

Введение 

Классический алгоритм БПФ [1] используется для 
представления дискретного сигнала в виде суммы гар-
моник с равноотстоящими друг от друга частотами. Так 
как длина набора частот при этом равна количеству 
отсчётов исходного сигнала, возникают определённые 
проблемы [2, 3] при использовании БПФ: 

Трудно определить амплитуду гармоники какой-либо 
промежуточной частоты, не входящей в набор частот; 

Для увеличения разрешения по частоте приходится 
увеличивать длительность сигнала, что приводит к за-
держкам при обработке входного сигнала в системах 
реального времени, а также потере информации о вы-
соких частотах; 

Малое количество информации о низкочастотных 
гармониках, особенно при обработке данных в лога-
рифмической шкале частот (распознавание нот) [4]. 

Существует ряд приёмов, позволяющих увеличить 
разрешение по частоте: увеличение длины исходной 
последовательности за счёт добавления нулевых эле-
ментов, полифазное БПФ [5, 6]. Но такие методы явля-
ются неестественными, поскольку вычисляют преобра-
зование Фурье не исходного сигнала, а предварительно 
изменённого. 

Для создания алгоритма, не искажающего исходный 
сигнал, способного за приемлемое время вычислять 
спектральные характеристики сигналов с высоким ча-
стотным разрешением для сигналов небольшой длины, 
проанализируем математический вывод алгоритма 
обычного БПФ с прореживанием по времени. В основе 
своей он опирается на так называемую операцию «ба-
бочка», которая оптимизирует процесс численного инте-

грирования двух функций, аргументы которых отлича-
ются на величину F/2, где F – частота дискретизации 
сигнала: 
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При выводе различных алгоритмов БПФ обычно за-
писывают N/2 пар таких полиномов для частот 

, 0, , 1.k
kF k N
N

     После этого можно рекурсив-

но, либо с помощью обратной перестановки битов 
быстро вычислять значения сумм ( ),kA   разделяя ис-
ходную последовательность на две равные части и по-
вторяя для них ту же операцию (1). Идея найденного 
метода основывается на наблюдении, что операция 
«бабочка» (1) сокращает при каждом её использовании 
в 2 раза количество вычислений даже в том случае, 
если равномерно сдвинуть весь набор частот k  на 
произвольную частоту .  Последовательно увеличи-
вая ,  можно несколько раз выполнить БПФ, а из ре-
зультатов собрать амплитудно-частотную характерис-
тику, которая будет иметь малый шаг по частоте, а сле-
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довательно – высокое разрешение. Длину исходного 
сигнала S при этом увеличивать не требуется. 

Постановка задачи 

Для комплексного сигнала ( 0, , 1)iS i N   с час-
тотой дискретизации F, заданного в моменты времени 

it  c шагом ,t  необходимо за приемлемое время полу-

чать значения ( ),mA   ,m
mF
NR

   0, , 1,m NR   

2 ,pN   ,R p�. Параметр R определяет разрешение 
спектральной характеристики. 

Алгоритм БПФ с частотным сдвигом 

Сначала построим упомянутый выше алгоритм вы-
числения БПФ для набора частот  

( 0, , 1),kF k N
N

     (2) 

где   – произвольная частота (сдвиг частоты). 
Полагая 1F t   в (1), введём обозначения: 
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Если сдвинуть набор частот на величину 
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    то БПФ будет иметь вид: 
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Значение функции B всегда зависит только от ре-

зультатов вычислений на предыдущих шагах. На по-
следнем шаге B зависит только от 0S . На предпослед-
нем шаге определяется как: 

0 1( , 2, ) ( , 2) .B S k k S W k k S       
На рис. 1 представлен самый простой – рекурсивный 

алгоритм вычисления сдвинутого на частоту 
Fk
N

  БПФ 

для набора частот (2): 

 
Рис. 1. Рекурсивный алгоритм БПФ с частотным сдвигом 

В результате вычислений амплитуды гармоник запи-
сываются в исходный массив S. После выполнения ал-
горитма (рис. 1) массив S содержит значения 

( , , ),B S N k k   0, , 1.k N   

Алгоритм построения амплитудно-частотной 
характеристики с малым шагом по частоте 

Построим общий алгоритм решения исходной зада-
чи. Для того, чтобы получить R-кратное частотное раз-
решение, необходимо процедуру БПФ_СЧ выполнить R 

раз с , 0, , 1.rk r R
R

     На рис. 2 представлена 

блок-схема алгоритма построения спектральной харак-
теристики сигнала S длительностью N отсчётов с коли-
чеством частот R×N. 

Результатом работы данного алгоритма является 
массив А, содержащий значения 
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Из блок-схем видно, что временная сложность по-
строенного алгоритма равна 2( log ).O N R N   При пол-
ном распараллеливании, например, с использованием 
ПЛИС, теоретически возможно получать АЧХ с помощью 
БПФ за 2log N  тактов процессора. Описанный алго-
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ритм обеспечивает принципиальную возможность уве-
личивать частотное разрешение с линейной алгорит-
мической сложностью по отношению к обычному БПФ 
без увеличения длины исходной последовательности S.  

 
Рис. 2. Общий алгоритм прямого БПФ  

с R-кратным разрешением 

Рассмотрим пример. Предположим, что мы хотим-
для набора из N = 2048 точек получить набор 4N = 8192 

частот при частоте дискретизации 44100 Герц. Для этого 
сначала нужно вычислить четыре БПФ с различными  : 
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После этого элементы A0, A4, A8,…,A4N-4 инициали-
зировать с помощью процедуры БПФ_СЧ результатами 
вычисления первого БПФ; A1, A5, A9,…,A4N-3 – второго; 
A2, A6, A10,…,A4N-2 – третьего; A3, A7, A11,…,A4N-1 – чет-
вёртого.  

Таким же образом можно модифицировать и любой 
итерационный алгоритм вычисления БПФ. Так как ре-
зультаты вычисления БПФ с различными   не зави-
сят друг от друга, возможно их независимое вычисле-
ние, т.е. распараллеливание. 

Результаты численных расчётов 

Описанный выше алгоритм был реализован на язы-
ке C++ в среде Qt Creator для построения АЧХ акусти-
ческого сигнала длиной N = 2048 отсчётов и частотой 
дискретизации F = 44100 Герц. На рис. 3. представлены 
вычисленные низкочастотные полосы спектров (до 
1000 Герц) с различным разрешением R. 

 
Рис. 3. АЧХ акустического сигнала с различным разрешением R 
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Из рисунков видно, что увеличение разрешения при-
водит к ожидаемому сглаживанию АЧХ. Численные экс-
перименты показали, что на современных процессорах 
даже при отсутствии оптимизации (распараллеливание, 
реализация целочисленного БПФ и др.) при данных па-
раметрах возможна обработка аудиосигналов в режиме 
реального времени при R < 20. 

Заключение 

Описанный алгоритм позволяет создать новое семей-
ство очень простых методов цифровой обработки сигна-
лов с высокой разрешающей способностью. Поскольку 
для этого не требуется увеличивать длину исходного 
сигнала, возможно получение качественной спектраль-
ной характеристики в режиме реального времени. Опи-
санные алгоритмы предельно просты и пригодны для 
реализации практически на любом языке программиро-
вания, ПЛИС и на отечественных архитектурах [7]. 

Литература 

1. Сергиенко А.Б. Цифровая обработка сигналов. – 
СПб.: Питер, 2002. – 608 с.: ил. 

2. Кривошеев В.И., Лупов С.Ю. О некоторых возмож-
ностях и проблемах современного цифрового спек-
трального анализа // Вестник Нижегородского универси-
тета им. Н.И. Лобачевского, 2011. № 5(3). С. 109-117.  

3. Голубинский А.Н. О частотно-временном разре-
шении кратковременного Фурье-анализа и непрерывно-
го вейвлет-анализа при обработке речевых сигналов / 
А.Н. Голубинский, Р.А. Асташов // Вестник Воронежского 
института МВД России. – 2013. – № 3. – С. 4-11. 

4. Алиев Р.М. Оптимизация оконного Фурье и непре-
рыв-ного вейвлет преобразований для спектрального 
анализа музыкальных сигналов // Цифровая обработка 
сигналов. 2013. № 2. С. 16-19. 

5. Петров Д.А., Боголюбов А.Н. Применение поли-
фазного разложения для эффективной вычислительной 
реализации алгоритма формирования сигнала на осно-
ве конечномерного обобщенного базиса Вейля-Гейзен-
берга. Журнал радиоэлектроники. 2010. № 3. С. 2. 

6. Колегов Н.Е., Жукова И.Н., Быстров Н.Е. Корреля-
ционно-фильтровая обработка амплитудно-фазомани-
пулированных сигналов с использованием алгоритма 
полифазного БПФ. В сборнике: Наука в России: пер-
спек-тивные исследования и разработки сборник мате-
риалов I Всероссийской научно-практической конфе-
ренции. 2017. С. 146-152. 

7. Логинов В.Е., Ишин П.А. Оптимизация для архи-
тектуры «Эльбрус» быстрого преобразования Фурье 
применительно к 32-разрядным числам с плавающей 
точкой / Вопросы радиоэлектроники. 2012. Т. 4. № 3.  
С. 108-118. 

НОВЫЕ КНИГИ 

 

Литвин С.М., Попов О.Б., Чернышева Т.В.  
Аудиопроцессорная обработка сигналов звукового вещания – М.: Изд-во «Горя-

чая линия-Телеком», 2017 г. – 222 с.: ил. 
Звуковой сигнал, передаваемый по каналам звукового вещания, был и будет востребо-

ван в общем ряду с большим количеством альтернативных источников информации. Рас-
смотрены основные характеристики сигналов и каналов звукового вещания, базовые проце-
дуры, используемые при обработке звукового вещательного сигнала (ЗВС); основные алго-
ритмы обработки сигнала в канале передачи. Проведен анализ и оценка искажений сигнала 
на всех этапах его передачи – от первичного цифрового преобразования до аудиопроцес-
сорной обработки. Особое внимание уделено алгоритмам обработки и проблеме объектив-
ной оценки качества ЗВС в системах, не нормируемых в рамках современного метрологиче-
ского обеспечения. 

Для студентов, обучающихся по направлениям подготовки бакалавров и магистров 
11.03.02 и 11.04.02 – «Инфокоммуникационные технологии и системы связи», 11.03.01 и 
11.04.01 – «Радиотехника», 10.05.02 – «Информационная безопасность телекоммуникаци-
онных систем». 

 

Горшков Ю.Г.  
Обработка речевых и акустических биомедицинских сигналов на основе вейвле-

тов. – М.: Изд-во «Радиотехника», 2017 г. – 240 с.: ил. 
Изложены новые перспективные методы речевых и акустических биомедицинских 

сигналов на основе вейвлетов, аппаратно-программные средства для решения прикладных 
задач криминалистического исследования фонограмм, оценки эмоционального состояния 
человека, шумоочистки и засекречивания речи, а также построения биомедицинских си-
стем диагностики заболеваний сердца и легких. Основное внимание уделено разработке 
вейвлет-технологий высокоточного анализа речевых и акустических биомедицинских 
сигналов. Впервые предложены решения многоуровневого вейвлет-преобразования, обес-
печивающие визуализацию нестационарных сигналов с повышенным частотно-времен-
ным разрешением. Представлена система телемедицины нового поколения с засекречива-
нием акустических биомедицинских сигналов. 

Для ученых и инженеров, работающих над созданием средств обработки биомедицин-
ских сигналов на новых принципах. Может быть полезна преподавателям, аспирантам и 
студентам технических вузов. 
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В статье проведен сравнительный анализ помехоустойчивости 
традиционных систем связи со многими передающими и многими 
приемными антеннами (Multiple-Input-Multiple-Output, MIMO) с систе-
мами MIMO, использующими автовыбор антенн (Antenna Selection) 
на приеме и на передаче. В системах MIMO с автовыбором антенн 
число передающих антенн и число приемных антенн больше, чем 
число передающих трактов и число приемных трактов, соответ-
ственно. Выбор антенн в каждом отдельном случае осуществля-
ется по одному из алгоритмов с использованием заданного крите-
рия оптимизации. 

Путем статистического моделирования показано, что систе-
мы MIMO с автовыбором антенн позволяют получить существен-
ный энергетический выигрыш по сравнению с обычными системами 
MIMO без автовыбора антенн. Дана количественная оценка данно-
го энергетического выигрыша для различных условий и для различ-
ных критериев автовыбора антенн. 

УДК 621.371 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЕИМУЩЕСТВ АВТОВЫБОРА АНТЕНН В СИСТЕМАХ MIMO  
В СРАВНЕНИИ С БАЗОВОЙ СИСТЕМОЙ MIMO БЕЗ АВТОВЫБОРА АНТЕНН 

Крейнделин В.Б., д.т.н, проф., зав. кафедрой МТУСИ, e-mail: vitkrend@gmail.com; 
Хазов М.Л., соискатель МТУСИ, e-mail: mikekhazov@mail.ru. 

THE ADVANTAGES OF ANTENNA SELECTION IN MIMO SYSTEMS  
IN ORDER TO CLASSICAL MIMO SYSTEMS WITHOUT ANTENNA SELECTION 

Kreyndelin V.B., Khazov M.L. 
The article presents a comparative analysis of noise resistance of traditional communication systems with many transmitting and 
many receiving antennas (Multiple-Input-Multiple-Output, MIMO) with MIMO systems that use auto-selection of antennas (Antenna 
Selection) at the reception and transmission sides. In MIMO systems with antenna selection, the number of transmitting antennas 
and the number of receiving antennas are greater than the number of radio channels on both sides. Selection of antennas is carried 
out by one of the algorithms using a given optimization criterion. 
Statistical simulations show that MIMO systems with antenna selection provide a significant energy gain compared to conventional 
MIMO systems without antenna selection. 

Key words: MIMO, spectral efficiency, noise resistance, antenna selection, communication channel capacity, radio chan-
nel, optimization criterion. 
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фективность, помехоустойчивость, выбор ан-
тенн, пропускная способность канала связи, ра-
диотракт, критерий оптимизации.  

Введение 

Технология MIMO позволяет существенно 
увеличить скорость передачи информации в 
системах беспроводной связи, не прибегая при 
этом к расширению занимаемой системой по-
лосы частот или увеличению мощности пере-
датчика [1]. 

При использовании технологии MIMO с про-
странственным мультиплексированием ско-
ростной поток передаваемых информационных 
символов разделяется на множество низкоско-
ростных подпотоков, передаваемых одновре-
менно с помощью разных антенн. Традиционная 
система MIMO имеет число передающих/приемных ра-
диотрактов, равное числу передающих/приемных ан-
тенн, соответственно. Передача и прием полезного сиг-
нала осуществляется одновременно по всем передаю-
щим и приемным антеннам одновременно на одной и 
той же частоте. 

При добавлении в систему дополнительной антенны 
вместе с соответствующим дополнительным радиотрак-
том помехоустойчивость приема информации увеличи-
вается. Однако, такое добавление существенно увеличи-
вает стоимость и сложность реализации системы связи. 

Основной вклад в стоимость и сложность системы 
связи вносят именно радиотракты, поэтому желатель-
ным является сокращение их числа. Поэтому весьма 
перспективным является использование алгоритмов 
автовыбора антенн (Antenna Selection), которые позво

ляют выбирать некоторое подмножество передаю-
щих/приемных антенн из имеющихся передаю-
щих/приемных антенн [2], [3], [4]. Весьма важно при раз-
работке конкретных систем связи MIMO иметь количе-
ственные оценки помехоустойчивости различных алго-
ритмов автовыбора антенн в различных условиях. Это 
позволяет нам убедиться в том, что экономия при реа-
лизации системы связи в действительности будет 
оправдана. Кроме того, в случае с автовыбором антенн 
можно получить существенный энергетический вый-
грыш в системе связи, используя соответствующий ал-
горитм автовыбора с заданным критерием оптимально-
сти (критерием выбора антенн). 

Настоящая статья посвящена исследованию алго-
ритмов автовыбора антенн в системах MIMO, исполь-
зующих различные критерии выбора антенн. 
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Автовыбор антенн. Критерии выбора антенн 
Кратко опишем модель системы MIMO без автовы-

бора антенн. Для этого будем рассматривать систему 
MIMO, в которой имеется N  передающих антенн и M  
приемных антенн. Будем также считать, что число при-
емных радиотрактов равно ,L  а число передающих 
радиотрактов равно P . 

В случае L M  и P N  автовыбор антенн отсут-
ствует и модель системы MIMO описывается следую-
щим традиционным уравнением [1], [5], [6]: 

N
   y H s η   (1) 

где 1 2[ , ,..., ]TMy y yy  – вектор комплексных отсчётов 

наблюдения, размерности 1;M   1 2[ , ,..., ]TNs s ss  – 
вектор передаваемых QAM символов, размерности 

1N  ;   – среднее отношение сигнал/шум для каждой 
приемной антенны, 1 2[ , ,..., ]TM  η  – вектор комплекс-
ных отсчётов аддитивного белого гауссовского шума с 
нулевым средним и единичной корреляционной матри-
цей; H  – комплексная матрица канала MIMO размерно-
сти M N : 
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  (2) 

где ijh  – комплексный коэффициент передачи канала 

между i -й приемной и j -й передающей антеннами. 

Коэффициенты ijh  являются некоррелированными ком-
плексными гауссовскими случайными величинами с 
нулевыми средними и с единичными дисперсиями. 

Система MIMO, описываемая уравнением (1), явля-
ется традиционной системой MIMO без автовыбора ан-
тенн. В этой системе число радиотрактов передачи рав-
но числу передающих антенн, а число радиотрактов 
приема равно числу приемных антенн. 

Далее рассмотрим модель системы MIMO с автовы-
бором антенн (Antenna Selection). Будем предполагать, 
что в системе MIMO имеется P  ( P N ) передающих 
радиотрактов и L  ( L M ) приемных радиотрактов. 

Модель такой системы описывается следующим 
уравнением [0], [0]: 

P
   y H s η    (3) 

где 1 2[ , ,..., ]TLy y yy  – вектор принимаемого сигнала, 
содержащий отсчеты сигнала со всех выбранных при-
емных антенн, размерности 1;L  H  – комплексная 
подматрица канала размерности ;L P  η  – комплекс-
ный подвектор аддитивного белого гауссовского шума 
размерности 1L , имеющий нулевое среднее и еди-
ничную корреляционную матрицу. Матрица H  содержит 
элементы полной матрицы канала H , соответствующие 
выбранным L  приемным антеннам из M  имеющихся 
приемных антенн, и выбранным P  передающим антен-
нам из N  имеющихся передающих антенн. 

Известны следующие критерии оптимальности, при-
меняемые при построении алгоритмов автовыбора ан-
тенн в системах MIMO [2], [4], [7]. 

Критерий максимума пропускной способности. Здесь 
производится такой выбор подмножества из P  антенн 
из N  имеющихся передающих антенн и подмножества 
из L  антенн из M  имеющихся приемных антенн, чтобы 
обеспечить максимум удельной пропускной способно-
сти maxC : 

max 2maxlog detC P
 
 
 

    
H
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  .  (4) 

Критерий максимума отношения сигнал/шум. Ука-
занный критерий сводится к критерию максимума нор-

мы Фробениуса 
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F
H  выбранной матрицы канала H : 
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Критерий минимума следа корреляционной матрицы 
ошибок демодуляции. В работе [7] предложен следую-
щий критерий: 

1
min tr P

 
  
   
  
 


  

H
H H 1


   . (6) 

Следует отметить, что критерий (5) не учитывает 
информацию о значении отношения сигнал/шум  , в то 

время как критерии (4) и (6) эту информацию учитыва-
ют. Указанные критерии позволяют реализовать авто-
выбор антенн как на передающей, так и на приемной 
стороне. 

Проведем сравнительный анализ эффективности 
системы MIMO с автовыбором антенн по сравнению с 
традиционной системой MIMO без автовыбора антенн. 

Помехоустойчивость системы MIMO с автовыбором 
антенн в условиях некоррелированных замираний 

Анализ эффективности алгоритмов был проведен 
методом статистического моделирования. Моделирова-
ние проводилось при следующих общих условиях: 

– метод модуляции – QPSK; 
– метод демодуляции – MMSE; 
– вид помехоустойчивого кодирования – Турбокодиро-

вание (скорость – 1/2, число итераций декодирования – 4); 
– исследуемые алгоритмы автовыбора антенн: 

• критерий максимума пропускной способности 
(4) (OptDet); 
• критерий максимума отношения сигнал/шум (5) 
(Frob); 
• критерий минимума следа корреляционной 
матрицы ошибок демодуляции (6) (MinTrVzf); 

– матрица канала H  точно известна на приемной 
стороне; 

– число передающих антенн 4N  ; 
– число приемных антенн 4;M   
– число передающих радиотрактов 4;P   

– число приемных радиотрактов 4;L   
– вид замираний в канале связи MIMO – Релеевские, 

пространственная корреляция отсутствует; 
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– длина кадра – 573 бита; 
– число экспериментов – 100000. 
На рис. 1 показаны зависимости коэффициента 

ошибок на бит (BER) от отношения сигнал/шум 
0/bE N  

для случая традиционной системы MIMO (автовыбор 
антенн отсутствует). Из рис. 1 видно, что все три кривые 
для различных критериев автовыбора антенн совпада-
ют, что совершенно естественно, т.к. в данной системе 
автовыбор антенн отсутствует. 

 
Рис. 1. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO 

(без автовыбора антенн, модуляция QPSK) 

На рис. 2 показаны зависимости коэффициента 
ошибок на бит (BER) от отношения сигнал/шум 

0/bE N  

для случая системы MIMO с автовыбором антенн (число 
передающих антенн 8,N   число приемных антенн 

8M  ) при использовании различных критериев выбо-
ра антенн. При этом, в системе 4P   передающих ра-
диотракта и 4L   приемных радиотракта.) 

 
Рис. 2. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO  

(с автовыбором антенн, модуляция QPSK) 

На рис. 3 и рис. 4 приведены аналогичные кривые 
для случая модуляции 16-QAM. 

 
Рис. 3. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO 

(без автовыбора антенн, модуляция 16-QAM) 

 
Рис. 4. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO  

(с автовыбором антенн, модуляция 16-QAM) 

Из рис. 1 – рис. 4 видно, что автовыбор антенн в 
условиях релеевского канала связи с пространственно 
некоррелированными замираниями позволяет получить 
значительный энергетический выигрыш по сравнению с 
традиционной системой MIMO с пространственным 
мультиплексированием без автовыбора антенн. 

Наилучшие результаты обеспечивает критерий ми-
нимума следа корреляционной матрицы ошибок демоду-
ляции (6), а наихудшие результаты – критерий максиму-
ма отношения сигнал/шум (5). Критерий максимума про-
пускной способности (4) занимает промежуточное поло-
жение. В системе с помехоустойчивым кодированием при 
уровне BER = 10-3 (традиционный уровень вероятности 
ошибки для систем беспроводной связи) выигрыш от 
применения автовыбора антенн составляет: 

– при использовании критерия максимума отноше-
ния сигнал/шум (5) (Frob) – около 4 дБ в случаях QPSK 
и 16-QAM; 
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– при использовании критерия максимума пропуск-
ной способности (4) (OptDet): 

• 6 дБ в случае QPSK; 
• 16 дБ в случае 16-QAM; 

– при использовании критерия минимума следа  
корреляционной матрицы ошибок демодуляции (6) 
(MinTrVzf): 

• 6,5 дБ в случае QPSK; 
• 18 дБ в случае 16-QAM. 

Следует отметить, что критерий максимума отноше-
ния сигнал/шум (5) демонстрирует относительно низкую 
эффективность, поскольку, в отличие от остальных рас-
сматриваемых критериев (4) и (6), он не учитывает ин-
формацию о значении отношения сигнал/шум  . Ока-
зывается, что эта информация является существенной 
при автовыборе антенн. 

Помехоустойчивость алгоритмов  
автовыбора антенн в условиях  
пространственно-коррелированных замираний 

Выше были приведены результаты моделирования 
систем MIMO в условиях, когда замирания сигналов, 
пришедших в приемные антенны по разным путям, не-
коррелированы. На практике такая ситуация встречает-
ся достаточно редко. Обычно имеет место канал связи 
MIMO с пространственно-коррелированными замирани-
ями [8], [9], [10], [11]. 

В данном разделе используется широко известная 
модель Кронекера, выражение для матрицы канала 
MIMO для которой описывается следующим образом: 

Const   1/ 2 1/ 2
r w tH = R H R ,  (7) 

где H  – матрица канала MIMO с коррелированными 
элементами; wH  – матрица канала MIMO с некоррели-

рованными элементами; tR  – корреляционная матрица 

на передаче размерности ;N N  rR  – корреляционная 
матрица на приёме размерности .M M  Const  – по-
стоянный нормирующий множитель, определяемый с 
помощью следующего соотношения: 

r t( ) ( )
M NConst

tr tr



R R

  (8) 

Нормирующий множитель (8) необходим для под-
держания постоянного отношения сигнал/шум в канале 
связи MIMO при изменении степени пространственной 
корреляции замираний. 

В модели Кронекера (7) используется операция из-
влечения квадратного корня из матрицы [13]. По опре-
делению, должно выполняться следующие равенства: 

,

.

 

 

1/ 2 1/ 2
r r r
1/ 2 1/ 2
t t t

R R R
R R R

 (9) 

Отметим, что учет пространственной корреляции 
замираний производится путем подстановки матрицы 
канала (7) в модель наблюдаемого сигнала (1). Корре-
ляционные матрицы tR  и rR  могут быть представлены 
в следующей форме [1], [12]: 

 

 

 

 

2

2

2

2

14

4 4

41

14

4 4

41

1
1

1 ;

1

1
1

,1

1

N

N

N

N

  
 
  


 

  
 
  


 









 
 
 
   
 
 
  
 
 
 
   
 
 
  

t t t

t t

t t t t

t

t tt

r r r

r r

r r r r

r

r rr

R

R


 


  



 


  


;    (10) 

где t ,  r  – коэффициенты корреляции замираний в 
двух соседних передающих и приемных антеннах, соот-
ветственно. 

Моделирование алгоритмов автовыбора антенн в 
условиях наличия пространственной корреляции зами-
раний в канале связи MIMO проводилось при следую-
щих условиях: 

– вид замираний – Релеевские, пространственная кор-
реляция которых определяется уравнениями (6) и (10); 

– остальные условия моделирования те же, что и в 
разделе 3; 

– rt= 0,4,     т.е. предполагается, что корре-
ляция замираний на передающей и приемной сторонах 
одинакова. 

На рис. 5 показаны зависимости BER от 
0/bE N  для 

случая традиционной системы MIMO (автовыбор антенн 
отсутствует) при наличии в канале MIMO простран-
ственно-коррелированных замираний. 

 
Рис. 5. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO 

(без автовыбора антенн, модуляция QPSK, канал  
с пространственно-коррелированными замираниями) 

На рис. 6 показаны зависимости BER от 
0/bE N  для 

случая системы MIMO с автовыбором антенн ( 8,N 
8M  ) при использовании описанных в разделе 2 кри-

териев выбора антенн. 
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Рис. 6. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO  

(с автовыбором антенн, модуляция QPSK, канал  
с пространственно-коррелированными замираниями) 

На рис. 7 и рис. 8 приведены аналогичные кривые 
для случая модуляции 16-QAM. Из рис. 5 – рис. 8 видно, 
что автовыбор антенн в условиях релеевского канала 
связи, где имеется пространственная корреляция зами-
раний, также позволяет получить существенный энерге-
тический выигрыш по сравнению с традиционной си-
стемой MIMO без автовыбора антенн. 

 
Рис. 7. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO 

(без автовыбора антенн, модуляция 16-QAM, канал  
с пространственно-коррелированными замираниями) 

Так же, как и в случае отсутствия в канале простран-
ственной корреляции замираний, при наличии такой 
корреляции наилучшие результаты обеспечивает кри-
терий (6), а наихудшие результаты – критерий (5). Кри-
терий (4) занимает промежуточное положение. В систе-
ме с помехоустойчивым кодированием при уровне 
BER = 10-3 и при коэффициенте пространственной кор-
реляции замираний rt= 0, 4     выигрыш от при-
менения автовыбора антенн составляет: 

– при использовании критерия (5) (Frob):  

• 2,5 дБ в случае QPSK; 
• 0,5 дБ в случае 16-QAM; 

– при использовании критерия (4) (OptDet): 
• 7 дБ в случае QPSK; 
• 16,5 дБ в случае 16-QAM; 

– при использовании критерия (6) (MinTrVzf): 
• 6,5 дБ в случае QPSK; 
• 17,5 дБ в случае 16-QAM. 

 
Рис. 8. Помехоустойчивость традиционной системы MIMO  

(с автовыбором антенн, модуляция 16-QAM, канал  
с пространственно-коррелированными замираниями) 

Следует заметить, что для осуществления переклю-
чения антенн в процессе их автовыбора используются 
антенные переключатели [14], [15], [16]. В таких пере-
ключателях имеют место энергетические потери, вели-
чина которых составляет 0,5-1 дБ. Таким образом, при 
наличии двух переключателей (по одному переключа-
телю на передающей и приемной сторонах) общая ве-
личина потерь составляет 1-2 дБ. В то же время энерге-
тический выигрыш от применения автовыбора антенн в 
данных условиях может достигать 18 дБ. 

Заключение 

Проведенные исследования различных алгоритмов 
автовыбора антенн в системах MIMO с пространствен-
ным мультиплексированием позволяют сделать следу-
ющие выводы: 

Использование автовыбора антенн на передаче и 
приеме позволяет получить значительный (до 18 дБ) 
энергетический выигрыш; 

Критерий автовыбора антенн (критерий максимума 
отношения сигнал/шум (5) позволяет получить относи-
тельно небольшой энергетический выигрыш, не превы-
шающий 4 дБ; 

Критерий максимума пропускной способности (4)) 
позволяет получить энергетический выигрыш до 16 дБ; 

Критерий минимума следа корреляционной матрицы 
ошибок демодуляции (6), предложенный в работе [7], 
позволяет получить энергетический выигрыш до 18 дБ; 

При использовании модуляции высокого порядка 
энергетический выигрыш от применения автовыбора 
антенн при использовании критерия (6) существенно 
возрастает. 
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Наличие пространственной корреляции замираний в 
канале связи MIMO приводит к потерям в помехоустой-
чивости, но при этом выигрыш от автовыбора антенн, в 
основном, сохраняется. 

Исходя, из изложенного, можно утверждать, что 
применение автовыбора антенн на передаче и приеме с 
использованием критерия минимума следа корреляци-
онной матрицы ошибок демодуляции (6) является весь-
ма перспективным направлением развития систем свя-
зи, использующих технологию MIMO. 
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Рассматривается проблема автофокусировки в системах ра-
диовидения с синтезируемой апертурой антенны. Исследуется эф-
фективность одного из наиболее известных методов автофокуси-
ровки PGA для условий конкретной технической задачи. Исследует-
ся возможность автофокусировки методом PGA по объектам раз-
личной природы. Делаются выводы об эффективности метода PGA 
для сцен, содержащих такие объекты. 

УДК 621.396.962.2 

РЕЗУЛЬТАТЫ НАТУРНЫХ ИСПЫТАНИЙ ПРОГРАММНО-АЛГОРИТМИЧЕСКОГО 
ОБЕСПЕЧЕНИЯ РЕЖИМА «ДОЛ» НА ПОДВИЖНОМ СТЕНДЕ:  
АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ФАЗОВЫХ ИСКАЖЕНИЙ В СИСТЕМАХ РАДИОВИДЕНИЯ 
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THE RESULTS OF REAL-LIFE EXPERIMENTS WITH DOPPLER SHARPENING 
ALGORITHMS AND SOFTWARE: THE ANALYSIS OF PHASE ERRORS  
IN RADAR IMAGING SYSTEMS 

Valuyskiy D.V., Vityazev S.V., Androsov V.V., Harin A.V., Vityazev V.V.  
The problem pf autofocus in radar imaging systems is considered in this paper. The efficiency of one of the most popular autofocus 
techniques – PGA – is investigated for the implementation in a given system. The possibility of PGA autofocus is analyzed for the 
objects of different nature. The conclusion about PGA efficiency in case of such objects are made. 

Key words: radar imaging, phase errors, autofocus, PGA. 

 

Ключевые слова: радиовидение, фазовые 
ошибки, автофокусировка, PGA.  

Введение 

Система радиовидения с компенсацией не-
линейных фазовых ошибок предназначена для 
формирования радиолокационного изображе-
ния земной поверхности в режимах доплеров-
ского обужения луча (ДОЛ). Заданное разре-
шение по азимуту достигается за счет движения носи-
теля РЛС и специальных методов обработки отраженно-
го сигнала [1-3]. В процессе движения имеют место не-
стабильности носителя, вследствие чего при обработке 
траекторного сигнала возникают нелинейные фазовые 
ошибки. Система радиовидения с компенсацией нели-
нейных фазовых ошибок позволяет достигать заданного 
разрешения радиолокационного изображения по азиму-
ту в условиях нестабильности параметров движения 
носителя. Специальная процедура обработки, позволя-
ющая устранить фазовые ошибки, получила название 
автофокусировки.  

Проблема автофокусировки известна давно, и к 
настоящему моменту сложилось несколько направлений 
ее решения [4-9]. Одним из наиболее широко распро-
страненных подходов является автофокусировка по 
оценке градиента фазы (Phase gradient autofocus – PGA) 
[10, 11]. В работах [12-15] метод PGA используется при 
разработке системы радиовидения с заданными услови-
ями применения. Высокая нестабильность используемой 
платформы выводит эффективность процедуры автофо-
кусировки на первый план. Алгоритмы обработки и фор-
мирования изображений отрабатываются на моделях 
сигналов, а также на тестовых записях, в основу которых 
положены искусственно помещаемые на рассматривае-

мую сцену объекты, такие как уголковые отражатели за-
данной конфигурации. Показана высокая эффективность 
разработанных решений [14, 15]. В то же время является 
очевидным, что качество автофокусировки будет сильно 
зависеть от характера отражений от объектов естествен-
но присутствующих в зоне обзора РЛС. Это могут быть 
отражения от растительности, построек, техники, других 
предметов и объектов на местности. 

В данной работе описываются натурные испытания, 
целью которых явился анализ эффективности автофо-
кусировки радиоизображений методом PGA в зависи-
мости от отражателей разной природы происхождения. 

Описание условий эксперимента  

Для проведения натурных испытаний программно-
алгоритмического обеспечения режимов радиовидения 
использован подвижный экспериментальный стенд. 
Стенд реализован на базе автомобиля с установленной 
на нем радиолокационной станцией, а также аппарату-
рой записи и регистрации сигналов. Запись сигналов 
для дальнейшего исследования и анализа требует вы-
бора сцены с определенными параметрами, а также 
соответствующих условий записи: угол наклона антен-
ны, угол обзора, интервал синтезирования и др. 

Одним из ключевых параметров сцены является 
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наличие отражателей разной природы происхождения: 
искусственно созданных человеком объектов (строе-
ний), а также объектов живой (растительность) и нежи-
вой (холмы, береговые линии, неровности местности) 
природы. Кроме того, требуется наличие ровной по-
верхности – дороги для возможности обеспечения ста-
бильной скорости движения стенда при записи сигналов, 
что необходимо для повышения точности получаемой 
навигационной информации. 

С этой целью проведен поиск сцены натурных испы-
таний для записи тестовых сигналов. По спутниковым 
снимкам местности были подобраны несколько мест, ко-
торые могли бы удовлетворять заданным требованиям. 
По результатам работы наилучшим вариантом был при-
знан вариант участка дороги, представленный на рис. 1. 
Достоинствами данного варианта являются наличие про-
тяженного прямого участка дороги с ровным асфальто-
вым покрытием, наличие как построек, так и объектов 
живой и неживой природы, а также возможность разме-
щения в рамках сцены уголковых отражателей. 

Запись сигналов производилась для сцен двух ви-
дов: с величиной сектора обзора 12 и 48 градусов при 
дальностях записи соответственно 500 и 2500 метров. 
Сцена меньшего размера использовалась для отработ-
ки механизма записи и анализа эффективности увели-
чения интервала синтезирования апертуры антенны. 
Сцена с дальностью записи 2500 метров и сектором 
сканирования 48 градусов позволяет провести по запи-
санным сигналам анализ эффективности автофокуси-
ровки и компенсации нелинейных фазовых искажений 
для объектов различной природы происхождения. 

 

Рис. 1. Местность для записи сигналов в режиме «ДОЛ» 

При записи сигналов для сцены второго типа исполь-
зовалась методика, представленная на рис. 2. Подвиж-
ный стенд движется в указанном стрелкой направлении 
по дороге с постоянной скоростью 11 м/с. Запись сигна-
ла ведется в выделенном на рис. 2 секторе с интерва-
лом синтезирования апертуры антенны 400 мс. В рамках 
записываемой сцены наибольший интерес представляет 
группа строений в центре, а также расположенная пра-
вее металлическая постройка. При записи некоторых 
сигналов использовались уголковые отражатели, место-

положение которых отмечено на рис. 2 треугольником. 

 

Рис. 2. Сцена записи сигналов 

Параметры записи: сектор азимутального обзора 48 
градусов, скорость движения 40 км/ч, направление ан-
тенны 35 градусов, в вертикальной плоскости антенна 
поднята на 0,7 градуса, длина волны несущего колеба-
ния 8 мм, частота повторения импульсов 250 Гц, диапа-
зон дальностей от 270 м до 2410 м. 

Формирование РЛИ в режиме реального луча 

В режиме реального луча РЛИ формируется на ос-
новании мощности принимаемого отраженного от объ-
ектов сигнала. Достоинством такого режима является 
простота алгоритма обработки, не требующая вычисле-
ния и применения компенсирующих функций. К недо-
статкам следует отнести отсутствие фокусировки, и как 
следствие, «размазанность» изображения. 

В рамках проведенного исследования формирование 
радиолокационного изображения в режиме реального 
луча производилось с целью определения качества за-
писи сигнала: на основании сформированного в режиме 
реального луча радиолокационного изображения при-
нималось решение о пригодности или непригодности 
рассматриваемой записи сигнала для дальнейших ис-
следований. Для исследований были выбраны записи 
сигналов с наиболее четко выраженным одним уголко-
вым отражателем (рис. 3), а также с двумя близко рас-
положенными уголковыми отражателями (рис. 4.) для 
проверки возможности их азимутального разрешения. 

 

Рис. 3. Радиолокационное изображение в режиме  
реального луча. Сигнал с одним уголковым отражателем 
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Рис. 4. Радиолокационное изображение  
в режиме реального луча. Сигнал с двумя  

близкорасположенными уголковыми отражателями 

Помимо оценки качества записи, анализ радиолока-
ционного изображения, сформированного в режиме ре-
ального луча, позволяет выделить представляющие 
наибольший в рамках исследований интерес парциаль-
ные кадры и каналы дальности рассматриваемого сиг-
нала. Так, для сигнала, представленного на рис. 3, 
наибольший интерес представляют парциальные кадры 
№№ 45…48, содержащие уголковый отражатель, а так-
же объекты неживой природы и постройки №№ 58:61 
(металлическое строение), а также парциальный кадр № 
30 для исследования сигналов, отраженных от объектов 
живой природы (рис. 5). Для радиолокационного изоб-
ражения, представленного на рис. 4, по аналогичным 
причинам наибольший интерес представляют парци-
альные кадры №№ 40…47, 58:61, 30 (рис. 6). 

 

Рис. 5. Представляющие наибольший интерес  
для исследования парциальные кадры сигнала  

с одним уголковым отражателем 

 

Рис. 6.  Представляющие наибольший интерес парциальные 
кадры сигнала с двумя уголковыми отражателями 

Описанный выше выбор подходящих для исследова-

ния записей сигналов, а также представляющих наи-
больший интерес для исследования парциальных кад-
ров и каналов дальности в рамках выбранных записей, 
позволил провести исследование и анализ возможно-
стей и эффективности автофокусировки методом PGA, а 
также сформировать на основе рассмотренных радио-
локационных изображений в режиме реального луча 
сфокусированные радиолокационные изображения. 
Анализ эффективности автофокусировки  
методом PGA 

В ходе анализа рассматривались отдельные парци-
альные кадры записанных сигналов, содержащие отра-
жения от представляющих наибольший интерес объек-
тов: построек, холма, уголковых отражателей, расти-
тельности. На рис. 7 представлены графики функций 
фазовых ошибок для парциального кадра сигнала, со-
держащего отражения от объектов всех перечисленных 
выше типов. Аналогичные графики были получены так-
же и для других парциальных кадров. 

 

Рис. 7. Функции фазовых ошибок сигналов  
от объектов различных типов 

Анализ рис. 7 показывает, что фазовые ошибки сиг-
налов, отраженных от объектов живой природы, в дан-
ном случае представляющих собой растительность (де-
ревья и кустарник), имеют функции фазовых ошибок, 
существенно отличающиеся от квази-идеальных, дости-
гаемых при фокусировке по уголковым отражателям.  
Кроме того, для таких отражений функции фазовой 
ошибки имеют высокую нестабильность и большой раз-
брос значений. Практические исследования показали, 
что настройка по таким сигналам невозможна (рис. 8). 

 

Рис. 8. Результаты фокусировки уголкового отражателя  
по каналу дальности, содержащему растительность 

Таким образом, высокий уровень нестабильности 
функции фазовой ошибки и ее существенное отличие от 
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квази-идеальной, присущие сигналам, отраженным от 
объектов живой природы, делают настройку и автофо-
кусировку радиолокационного изображения по таким 
объектам невозможной. 

Аналогичный анализ был произведен для сигналов, 
отраженных от имеющихся в рамках рассматриваемого 
парциального кадра объектов неживой природы: маяка 
(постройка) и каменистой насыпи. Проведенный анализ 
показал, что полученные функции фазовых ошибок яв-
ляются высокостабильными по сравнению с фазовыми 
ошибками сигналов, отраженных от объектов живой 
природы. Проведенные практические исследования по-
казали, что для фазовых ошибок такого рода автофоку-
сировка является возможной. В частности, на рис. 9-11 
приведены графики спектров сигнала, отраженного от 
уголка, расположенного в 58-м канале дальности рас-
сматриваемого парциального кадра сигнала, для кото-
рого произведена фокусировка по различным каналам 
дальности этого же парциального кадра: 58-му (то есть 
по самому себе, эталонный случай, рис. 9), 156-му 
(насыпь, объект неживой природы, рис. 10) и 200-му 
(маяк, строение, рис. 11). 

 
Рис. 9. Спектры сигнала, отраженного  

от уголкового отражателя, без фокусировки  
и с фокусировкой по самому себе 

 
Рис. 10. Спектры сигнала, отраженного  

от уголкового отражателя, с фокусировкой по самому себе  
и по постройке 

Таким образом, анализ приведенных на рис. 9 – 11 
спектров показал, что проведение автофокусировки по 
фазовым ошибкам сигналов в каналах дальности, со-
держащих отражения от неживых объектов и построек, 
возможно, однако качество фокусировки для уголкового 
отражателя неизбежно снижается.    

На рис. 12 – 14 представлены различные варианты 
фокусировки сигнала, отраженного от постройки (маяк, 
200-й канал дальности того же парциального кадра сиг-
нала, в рамках которого рассматривался уголковый отра-

жатель): автофокусировка по уголковому отражателю  
(58-й канал дальности, эталонный случай), по объекту 
неживой природы (холм, 156-й канал дальности), а также 
по соседним каналам дальности (например, по 198-му). 

 
Рис. 11. Спектры сигнала, отраженного  

от уголкового отражателя, с фокусировкой по самому себе  
и по объекту неживой природы 

 
Рис. 12. Спектры сигнала, отраженного от строения,  

с фокусировкой по уголковому отражателю  
и без фокусировки 

 
Рис. 13. Спектры сигнала, отраженного от строения,  

с фокусировкой по уголковому отражателю  
и по объекту неживой природы 

 
Рис. 14. Спектры сигнала, отраженного от строения,  

с фокусировкой по уголковому отражателю 
и по соседнему каналу дальности 
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По полученным результатам исследований можно 
сделать следующие выводы. 

1. Автофокусировка по объектам живой природы, в 
частности, по растительности, не представляется воз-
можной ввиду высокой нестабильности функций фазо-
вой ошибки сигналов, отраженных от объектов живой 
природы. 

2. Фазовые ошибки сигналов, отраженных от объек-
тов неживой природы, являются по сравнению с отра-
жениями от объектов живой природы существенно бо-
лее высокостабильными. Автофокусировка по таким 
фазовым ошибкам является возможной. 

3. Автофокусировка по фазовым ошибкам сигналов, 
отраженных от строения, дает более качественный ре-
зультат, чем автофокусировка по объекту неживой при-
роды (холм): меньше ширина главного лепестка спектра, 
ниже уровень боковых лепестков. Следовательно, неко-
торые объекты неживой природы более пригодны для 
настройки, чем другие. 

4. Возможно влияние на качество фокусировки по-
средством правильного подбора прямоугольного окна, 
которым обрабатывается отраженный сигнал перед вы-
числением фазовой ошибки. 

5. Автофокусировка по соседним каналам дальности 
(200-й по 198-му) дает результирующий спектр, близкий 
по форме к дельта-функции, что неприемлемо для лю-
бых отражателей, кроме точечных, следовательно, ав-
тофокусировка любого канала дальности не должна 
вестись по соседним каналам. Желательно производить 
усреднение функции фазовой ошибки по большому чис-
лу подходящих для фокусировки каналов дальности в 
рамках одного парциального кадра. 

Формирование РЛИ в режиме «ДОЛ»  
с автофокусировкой методом PGA 

По результатам анализа возможностей и эффектив-
ности автофокусировки методом PGA были сформиро-
ваны радиолокационные изображения для сигналов, 
описанных в разделе: «Формирование РЛИ в режиме 
реального луча». 

В качестве первого этапа рассмотрено фокусирова-
ние и стыковка части парциальных кадров сигнала, со-
держащих представляющие наибольший интерес объек-
ты. Результаты в виде сравнения радиолокационных 
изображений, полученных в режиме реального луча и  
в режиме ДОЛ с автофокусировкой, представлены на 
рис. 15 (сигнал с одним уголковым отражателем) и  
рис. 16 (сигнал с двумя уголковыми отражателями). 

По результатам стыковки отдельно сфокусирован-
ных парциальных кадров был сделан вывод о возмож-
ности формирования радиолокационного изображения 
методом PGA даже при условии сильного «размытия» 
целей на несколько парциальных кадров. Следует отме-
тить, что для подтверждения сделанного ранее вывода 
о возможности автофокусировки по фазовым ошибкам 
сигналов, отраженных от объектов неживой природы и 
построек, радиолокационные изображения были сфор-
мированы для двух случаев: автофокусировки цен-
тральных парциальных кадров сигналов при настройке 
по сигналам, отраженным от уголковых отражателей и 

при настройке по сигналам, отраженным от располо-
женных на несколько большем удалении построек. Ре-
зультирующие сформированные изображения пред-
ставлены на рис. 17 и рис. 18 (сигнал с одним уголковым 
отражателем) и на рис. 19 и рис. 20 (сигнал с двумя 
уголковыми отражателями). 

 

 а) б) 

Рис. 15. Сравнение РЛИ в режиме реального луча (а)  
и в режиме ДОЛ-PGA (б) для парциальных кадров №№ 45…48 

сигнала с одним уголковым отражателем 

 

 а) б) 

Рис. 16. Сравнение РЛИ в режиме реального луча (а)  
и в режиме ДОЛ-PGA (б) для парциальных кадров №№ 40…61 

сигнала с двумя уголковыми отражателями 

Полученные радиолокационные изображения значи-
тельно превосходят по качеству радиолокационные 
изображения для тех же сигналов, полученные ранее 
методом реального луча. При этом качество радиолока-
ционных изображений, полученных при автофокусиров-
ке центральных парциальных кадров с настройкой по 
постройке, практически не уступает качеству аналогич-
ных изображений, полученных для автофокусировки с 
настройкой по уголковым отражателям. Таким образом, 
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на основании полученных радиолокационных изображе-
ний, представленных на рис. 17 – 20, сделан вывод о 
возможности автофокусировки методом PGA в отсут-
ствие уголковых отражателей, однако при этом необхо-
димо наличие алгоритма стыковки парциальных кадров 
соответствующим образом, а также большого числа 
объектов неживой природы или искусственного проис-
хождения. 

 

Рис. 17. Радиолокационное изображение  
в режиме автофокусировки методом PGA (сигнал с одним 

уголковым отражателем, центральные парциальные  
кадры настраиваются по уголковому отражателю) 

 

Рис. 18. Радиолокационное изображение  
в режиме автофокусировки методом PGA  

(сигнал с одним уголковым отражателем, центральные  
парциальные кадры настраиваются по постройке) 

 

Рис. 19. Радиолокационное изображение в режиме  
автофокусировки методом PGA (сигнал с двумя уголковыми 

отражателями, центральные парциальные кадры  
настраиваются по уголковым отражателям) 

 

Рис. 20. Радиолокационное изображение  
в режиме автофокусировки методом PGA  

(сигнал с двумя уголковыми отражателями, центральные 
парциальные кадры настраиваются по постройке) 

Заключение 

Основными результатами исследовательской части 
работы являются следующие выводы.  

Настройка методом PGA при увеличении интервала 
синтезирования при наличии «хороших» для настройки 
объектов позволяет пропорционально повысить азиму-
тальное разрешение РЛИ. К «хорошим» объектам отне-
сены точечные отражатели и цели искусственного про-
исхождения близкие к точечным. 

Настройка по уголковому отражателю и по объектам 
искусственного происхождения (маяку, другим построй-
кам) фактически не отличаются. То есть автофокусиров-
ка методом PGA может работать и без уголковых отра-
жателей по естественным объектам. 

В то же время настройка методом PGA по объектам 
живой природы не представляется возможной. Оценки 
фазовых ошибок, выполняемые по объектам живой при-
роды, носят случайный характер и не сходятся даже при 
большом числе усреднений к истинной ошибке, за кото-
рую принималась оценка, получаемая по уголковому 
отражателю. 

Исследование выполнено при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта № 19-07-00419 А. 
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14. Андросов В.В., Витязев С.В., Витязев В.В., Ни-
кишкин П.Б. Разработка программно-алгоритмического 
обеспечения обработки траекторного сигнала в режиме 
доплеровского обужения луча // Цифровая обработка 
сигналов и ее применение: тез. докл. 19-й МНТК. М.: 
РНТОРЭС им. Попова, 2017. С. 543-547. 

15. V. Androsov, S. Vityazev, A. Kharin, V. Vityazev, 
«An Approach to Autofocus in Car-borne Radar Imaging 
Systems», 16th IEEE East-West Design and Test Symposi-
um (EWDTS-2018), 2018. P. 847-850. 

НОВЫЕ КНИГИ 

 

Литвин С.М., Попов О.Б., Чернышева Т.В.  
Аудиопроцессорная обработка сигналов звукового вещания – М.: Изд-во 

«Горячая линия-Телеком»,  2017 г. – 222 с.: ил. 
Звуковой сигнал, передаваемый по каналам звукового вещания, был и будет вос-

требован в общем ряду с большим количеством альтернативных источников ин-
формации. Рассмотрены основные характеристики сигналов и каналов звукового 
вещания, базовые процедуры, используемые при обработке звукового вещательного 
сигнала (ЗВС); основные алгоритмы обработки сигнала в канале передачи. Прове-
ден анализ и оценка искажений сигнала на всех этапах его передачи – от первичного 
цифрового преобразования до аудиопроцессорной обработки. Особое внимание 
уделено алгоритмам обработки и проблеме объективной оценки качества ЗВС в си-
стемах, не нормируемых в рамках современного метрологического обеспечения. 

Для студентов, обучающихся по направлениям подготовки бакалавров и маги-
стров 11.03.02 и 11.04.02 – «Инфокоммуникационные технологии и системы свя-
зи», 11.03.01 и 11.04.01 – «Радиотехника», 10.05.02 – «Информационная безопас-
ность телекоммуникационных систем». 

 

Горшков Ю.Г.  
Обработка речевых и акустических биомедицинских сигналов на основе 

вейвлетов. – М.: Изд-во «Радиотехника», 2017 г. – 240 с.: ил. 
Изложены новые перспективные методы речевых и акустических биомедицин-

ских сигналов на основе вейвлетов, аппаратно-программные средства для решения 
прикладных задач криминалистического исследования фонограмм, оценки эмоци-
онального состояния человека, шумоочистки и засекречивания речи, а также по-
строения биомедицинских систем диагностики заболеваний сердца и легких. Ос-
новное внимание уделено разработке вейвлет-технологий высокоточного анализа 
речевых и акустических биомедицинских сигналов. Впервые предложены реше-
ния многоуровневого вейвлет-преобразования, обеспечивающие визуализацию 
нестационарных сигналов с повышенным частотно-временным разрешением. 
Представлена система телемедицины нового поколения с засекречиванием аку-
стических биомедицинских сигналов. 

Для ученых и инженеров, работающих над созданием средств обработки био-
медицинских сигналов на новых принципах. Может быть полезна преподавателям, 
аспирантам и студентам технических вузов. 
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