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В теории цифровой обработки сигналов (ЦОС) при проведении 
теоретических и прикладных исследований широко используется 
дискретно-временное преобразование Фурье (ДВПФ). В настоящей 
работе в теорию ЦОС введена новая форма преобразования Фурье – 
дискретно-частотное преобразование Фурье (ДЧПФ). Целью работы 
является разработка и исследование дискретного преобразования 
Фурье варьируемым параметром во временной области, позволяю-
щего эффективно и результативно находить значения дискретно-
частотного преобразования Фурье не только при целых, но и при 
рациональных значениях временной переменной. Метод дискретного 
преобразования Фурье с варьируемым параметром во временной об-
ласти позволяет эффективно и результативно бороться с эффек-
том, названным авторами эффектом частокола во временной обла-
сти (picket fence effect in the time domain). Введены дискретные экспо-
ненциальные функции с варьируемым параметром во временной об-
ласти и подробно исследуются их основные свойства. Предложены 
алгоритмы быстрого дискретного преобразования Фурье с варьиру-
емым параметром во временной области (БПФ-ВПВО) как для ком-
плексных, так и действительных последовательностей. Разработан 
граф алгоритма БПФ-ВПВО с прореживанием по времени и с замеще-
нием (естественный порядок отсчетов на входе алгоритма, двоич-
но-инверсный порядок отсчетов на выходе алгоритма). 
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In digital signal processing (DSP) discrete-time Fourier transform (DTFT) is widely used in theoretical and applied research. In this paper the 
new form of Fourier transform - discrete-frequency Fourier transform (DFFT) is introduced into DSP. The aim of the work is to study a dis-
crete Fourier transform with a variable parameter in the time domain, which allows efficiently find the values of the discrete-frequency Fouri-
er transform not only for integers, but also for rational values of the time variable. The discrete Fourier transform method with a variable pa-
rameter in the time domain allows you to effectively deal with the effect has called by the authors the picket fence effect in the time domain. 
The paper introduces discrete exponential functions with a variable parameter in the time domain and investigates in detail their main prop-
erties. The paper has proposed algorithms for fast discrete Fourier transform with a variable parameter in the time domain (FFT-VPTD) for 
both complex and real sequences. A graph of the FFT-VPTD algorithm with decimation in time and with replacement (natural order of sam-
ples at the input of the algorithm, binary-inverse order of samples at the output of the algorithm) has been developed.  
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Введение  

В теории цифровой обработки сигналов 
(ЦОС) при проведении теоретических и при-
кладных исследований широко используется 
дискретно-временное преобразование Фурье 
(ДВПФ) [1-3]. ДВПФ некоторой последователь-
ности ( ), ,x n n     определяется как ее  
z-преобразование на единичной окружности:  

exp( 2 )
( ) ( )x x z j f
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Таким образом, ДВПФ представляет собой 
непрерывное преобразование Фурье (НПФ) 
дискретной последовательности бесконечной 
длительности. Значения ДВПФ взвешенной по-

следовательности1  ( ), 0, 1x n n N     могут   быть 

                                                   
 
 
1 Взвешенная (финитная) последовательность – последовательность 
бесконечной длительности, взвешенная прямоугольным финитным 
дискретным временным окном длительностью в N  отсчетов. 

вычислены методом дискретного преобразования Фурье 
(ДПФ) [4-9].  

ДПФ в алгебраической форме определяется следую-
щим соотношением: 
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где ( )NS k  – коэффициенты (бины) ДПФ (спектр). 
Из соотношений (1) и (2) непосредственно следует, 

что бины ДПФ равны значениям ДВПФ взвешенной по-
следовательности ( )x n  в точках 2 /k N  на единичной 
окружности (рис.1): 
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Обращаясь к рис.1 нетрудно видеть, что ДПФ не поз-
воляет найти значения взвешенного ДВПФ2 между отсче-
тами ДПФ, порождая тем самым эффект частокола (pick-
et fence effect) в частотной области. Для борьбы с дан-
ным негативным эффектом ДПФ в работах [10-22] разра-
ботана теория параметрического ДПФ (ДПФ-П), которое в 
алгебраической форме задается соотношением: 
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В работе [10] в практику ЦОС введена новая форма 
преобразования Фурье – дискретно-частотное преобра-
зование Фурье (ДЧПФ). 

 
Взвешенное ДВПФ сигнала ( )x n  обозначено пунктирной 

линией, а значения ДПФ сигнала обозначены звездочками *; 
exp( 2 / )z N   

Рис. 1. Взвешенное ДВПФ и ДПФ сигнала 

( ) exp(( 2 / ) )x n j N k n    ; 0, 1n N  , 16, 4N k   

Если задан дискретный спектр ( )S k  на бесконечном 

интервале ,k    , то его ДЧПФ задается следую-
щим соотношением: 

( )x t  ( ) exp( 2 )
k

S k j k t
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2 В дальнейшем, если это не вызывает недоразумений, для обозначе-
ния взвешенного ДВПФ будем использовать термин ДВПФ. 

Соотношением (5) определяется непрерывный вре-
менной спектр ( ),x t  соответствующий дискретной по-

следовательности ( ), , .S k k     С учетом выска-
занных ранее положений, можно сделать вывод о том, 
что исходный дискретный сигнал ( ), 0, 1,x n n N   по-
лучаемый в результате обратного ДПФ (ОДПФ), равен 
значениям непрерывного временного спектра, задавае-
мого ДЧПФ взвешенной последовательности 

( ), 0, 1NS k k N  : 
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ОДПФ в алгебраической форме определяется сле-
дующим соотношением: 
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Согласно соотношениям (6) и (7) исходный дискрет-
ный сигнал ( )x n  является только одним из возможных 
дискретных временных спектров, который определен 
при целых значениях временной переменной 

0, 1.n N   Таким образом, ОДПФ дискретного спектра 
( )S k  не дает ответа на вопрос: «каковы значения вре-

менного спектра, определяемого ДЧПФ последователь-
ности ( ), 0, 1x n n N   между значениями переменной 

0, 1n N  » [10]. Это порождает эффект, названный в 
работе [10] эффектом частокола во временной области 
(picket fence effect in the time domain). 

В ЦОС для определения значений временного спек-
тра, задаваемого ДЧПФ взвешенной последовательно-
сти ( ), 0, 1NS k k N  3, в промежутках между значения-

ми ( ), 0, 1x n n N   применяется искусственное увели-

чение интервала определения ( )NS k  за счет добавле-
ния нулевых отсчетов в частотной области [21]. Назовем 
данную операцию операцией дополнения нулями в ча-
стотной области (ОДНЧ). ОДНЧ позволяет уменьшить 
влияние эффекта частокола во временной области [10].  

Однако ОДНЧ имеет следующие существенные не-
достатки: 

– существенное расширения оперативной памяти 
для хранения нулевых значений спектра; 

– проведение непроизводительных вычислений с ну-
левыми значениями спектра; 

– фиксированность шага дискретизации по времени 
при измерении временного спектра. 

Целью работы является разработка и исследование 
дискретного преобразования Фурье варьируемым пара-
метром во временной области, позволяющего эффек-
тивно и результативно находить значения дискретно-
частотного преобразования Фурье не только при целых, 

                                                   
 
 
3 См. сноску 1 и 2. 
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но и при рациональных значениях временной перемен-
ной. А также разработка алгоритмов быстрого дискрет-
ного преобразования Фурье варьируемым параметром 
во временной области. 

Обратное дискретное преобразование Фурье  
в матричной форме 

ОДПФ в матричной форме задается следующим вы-
ражением: 

 *
N N N NX F S , (8) 

где   – знак комплексного сопряжения; NX  

 (0), (1),....., ( 1) Tx x x N   – представление дискретного 

сигнала ( ),x n  0, 1,n N   в виде вектора N -мерного 
линейного пространства; T  – знак транспонирования;  

1 ( 1)
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. . . . . .
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N NF ; (9) 

[ (0), (1),..., ( 1)]Ts s s N NS  – вектор коэффициентов 

разложения вектора NX  по системе дискретных экспо-
ненциальных функций (ДЭФ), которая задается матри-
цей N NF » [10]: 
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N NF . (10) 

Дополним NS  – вектор коэффициентов разложения 

NX  по системе дискретных ДЭФ ( 1)N r  нулевыми 
отсчетами следующим образом: 


( 1)

[ (0),..., ( / 2 1), 0,..., 0 , ( / 2),..., ( 1)]T

N r

s s N s N s N


  N rS .  

Выполнение ОДПФ спектра N rS  (8) приводит к усе-

чению средних столбцов матрицы 
N rF  и превращению 

ее из квадратной матрицы в прямоугольную матрицу:  

 

1/ ( / 2 1) / ( / 2 ( 1))/ ( 1 ( 1))/
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. . . . . . . .
. . . . . . . .
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Обозначим множество номеров строк матрицы 

 N r NH  через : {0,1, 2,..., ( 1)}.B B Nr   Применим к 

множеству B  отношение сравнимости по модулю .r  В 
силу того, что это отношение является отношением эк-
вивалентности, т.е. обладает свойствами рефлексивно-
сти, симметричности и транзитивности, оно разбивает 
множество B  на r  классов вычетов по модулю r : 

0 {0, ,..., ( 1)};
...................................
B r r N 

 

1 { 1, ( 1),..., ( 1) ( 1)};rB r r r r N r       
1

0

Ø;  Ø; .
r

i i j i
i j i

B B B B B


 

     (12) 

Используя полученное разбиение представим мат-
рицу 

 N r NH  в виде r  квадратных матриц, размерность 
каждой из которых ,N N  номера строк являются клас-
сами вычетов по модулю ,r  а элементы соответствую-

щих строк равны элементам матрицы 
 N r NH  [10]: 
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, (13) 

где / , 0, ( 1);m m r m r     ( ) ( 1) ;mi N r
i Nc W       , ,k n i  0,( 1)N  .  

Несложно установить, что ( 1) mN r
i Nc C W       для 

0, 1i N   . 

Каждая из матриц, ,
N N,ξD  / ( 1),m m r    

0,( 1)m r  представляет собой базис преобразования 
Фурье, применение которого позволяет находить вре-
менные спектры ДЧПФ, смещенные относительно ис-

ходного сигнала  (0), (1),....., ( 1) Tx x x N NX  на шаг  . 

Ирина
Записка
Уважаемые авторы, замучилась с этими формулами)) Если у вас есть предложения как их переделать или разместить - пишите.Можно на мою личную почту или звоните по указанному телефону. irinablagod@rambler.ru8-910-906-95-79.С уважением, Ирина Благодарова.
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, m m  *
N N N,ξ NX D S .  (14) 

Отметим относительно преобразования (14) два 
важных момента. Во-первых, шаг 1 / r  переменной m  в 
(13) связан исключительно с характером введения 
ОДНЧ. Следовательно, дискретная переменная m  в 
преобразовании (14) может меняться непрерывно в ин-
тервале [0, 1) (обозначим непрерывную переменную 
через ,  0 1  ). Во-вторых, поворот вторых половин 
всех функций каждого базиса Фурье на коэффициент C  
связан не со структурой конкретных базисов, определя-
емых матрицами 

N,ξD  (13), а со структурой действи-

тельных сигналов в комплексном базисе Фурье4. 
Исходя из этих положений, представим соотношение 

(14) в следующем виде: 

,    N N N,ξ N N,ξ NX F P S ;  

где:  N N,ξF  (15) 
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 N N,ξP  (16)  
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. . . . . . . .

1 0 0 . 0 0 .
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. 

Дискретные функции (строки матрицы N N,ξF ): 

( , , )VPTDdef k n  ( ) 2exp ( ) ;k n
NW j k n

N
 

        
 

, 0, ( 1), 0 1k n N      назовем дискретными экс-
поненциальными функциями с варьируемым пара-
метром во временной области (ДЭФ-ВПВО, 

( , , )VPTDdef k n  . 

Основные свойства ДЭФ-ВПВО 

1. ДЭФ-ВПВО, не являются функциями двух равно-
прав-ных переменных k  и ,n  в связи с чем матрица 


N N,ξF  не является симметричной. 

                                                   
 
 
4 Спектр действительного сигнала имеет комплексно сопряжен-
ную структуру, действительная часть которого четная функция, а 
мнимая часть – нечетная функция. 

2. ДЭФ-ВПВО периодические по переменной n  и па-
раметрически периодические по переменной k  с перио-
дом :N  

( , ( ), ) ( , , ),

(( ), , ) ( , , ) .
VPTD VPTD

N p
VPTD VPTD N

def k n pN def k n
def k pN n def k n W 

 

    

 

 
; 

3. Система ДЭФ-ВПВО является мультипликативной 
по переменной :n  

( , , ) ( , , )

( , ( ), ), , 0, 1; ;
VPTD VPTD
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def k n def k m

def k n m n m N n m

 



 

    
 

и является мультипликативной по переменной :k  
( , , ) ( , , )

(( ), , ), , 0, 1; ;
VPTD VPTD

VPTD

def k n def l n

def k l n k l N k l

 



 

    
 

4. Среднее значение ДЭФ-ВПВО по переменной n  
равно нулю при 0;k   

1
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2 1 exp( 2 )( , , ) exp
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а по переменной k  не равно нулю: 
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5. Система ДЭФ-ВПВО ортогональна по обеим пере-
менным: 
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( )1 *( ) ( )
( )

0

,1
0,1

l k NN
n k n l N

N N l k
n N

N l kW
W W

l kW
 

 
   

 


 
       

 ; 

6. Система ДЭФ-ВПВО является полной системой в 
пространстве N

2I 5, так как число линейно независимых 
функций равно размерности множества дискретных сиг-
налов. 

Разложение по базисной системе ДЭФ-ВПВО опре-
делим как дискретное преобразование Фурье с ва-
рьируемым параметром во временной области 
(ДПФ-ВПВО).  

Матричная форма ДПФ-ВПВО:  

, N,ξ N N,ξ N,ξX F S  0 1;   (17) 

где: . N,ξ N N,ξ NS P S  

Алгебраическая форма ДПФ-ВПВО:  
1

( )
,

0
( , ) ( ) ;

N
k n

N N
k

x n S k W 



 



  0, 1,n N   (18) 

где: , ( ) ( ),N NS k S k   0, / 2 1;k N   

, ( ) ( ) exp( 2 ),N NS k S k j    / 2, 1k N N  . 
Существует обратное ДПФ-ВПВО (ОДПФ-ВПВО) в 

алгебраической и матричной формах. 
                                                   
 
 
5  Пространство N

2I  – является подпространством комплексного 

гильбертова пространства .2I  
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Алгебраическая форма ОДПФ-ВПВО:  
1

( )
,

0
( ) ( , ) ,

N
k n

N N
n

S k x n W 
 






  0, 1,k N   0 1  . (19) 

Матричная форма ОДПФ-ВПВО:  

,
 N,ξ N N,ξ N,ξS F X  0 1;    (20) 

где: 

 N N,ξF  (21) 

(1 ) ( 1)( 1 )

( 1) ( 1)(1 ) ( 1)( 1 )

0 1 . . ( 1)
0 1 1 . . 1
1 . .
. . . . . .
. . . . . .

( 1) . .

N N
N N N

N N N N
N N N

N k

W W W

N W W W
n

  

  

   

     



 
 
 
 
 
 
   

. 

Для эффективного и результативного применения 
ДПФ-ВПВО необходимы быстрые алгоритмы его реали-
зации – алгоритмы быстрого преобразования Фурье с 
варьируемым параметром во временной области (БПФ-
ВПВО).  

Быстрое преобразование Фурье с варьируемым 
параметром во временной  области  
с прореживанием по времени и с замещением  
(in place) 

Подчеркнем, что БПФ-ВПВО это не новое преобра-
зование, а быстрый алгоритм реализации ДПФ-ВПВО.  

Пусть задан дискретный спектр , ( )NS k  (18), 

0 1,   0, 1,n N   2 ,rN   2,3,....r   Разделим 

реализацию , ( )NS k  на две / 2N -точечные последова-

тельности 1, , ( )NS k  и 2, , ( ),NS k  которые состоят из чет-

ных и нечетных членов , ( ),NS k  соответственно: 

1, , 1, ,( ) (2 );N NS k S k   2, , 1, ,( ) (2 1);N NS k S k    

0, / 2 1k N  . (22) 

ДПФ-ВПВО последовательности , ( ) :NS k  

1
( )

,
0

( , ) ( ) ;
N

k n
N N

k
x n S k W 




 



   0, 1,n N    (23) 

представим в следующем виде: 
/ 2 1

2 ( )
,

0
( , ) (2 )

N
k n

N N
k

x n S k W 



 



  
/ 2 1

(2 1) ( )
,

0
(2 1)

N
k n

N N
k

S k W 



   



   . (24) 

Поскольку 2 1
/ 2 ,N NW W   то: 

/2 1

1, , / 2 / 2
0

( , ) ( )
N

kn k
N N N

k
x n S k W W 




 



   
/ 2 1

2, , / 2 /2
0

( )
N

n kn k
N N N N N

k
W W S k W W 




   



       

/ 2 1
( )

1, , / 2
0

( , ) ( )
N

k n
N N

k
x n S k W 




 



   

/ 2 1
( ) ( )

2, , / 2
0

( ) .
N

n k n
N N N

k
W S k W 




   



    (25) 

Следовательно, преобразование (18) может быть по-
лучено из результатов двух ДПФ-ВПВО двух последова-
тельностей 1, , ( )NS k  и 2, , ( ) :NS k  

( , )x n   1( , )x n   ( )
2 ( , )n

NW x n    ; 0, / 2 1n N  . (26) 

где 1( , )x n   и 2 ( , )x n   ДПФ-ВПВО последовательностей 

1( , )S k   и 2 ( , ),S k   соответственно. 

Поскольку ( / 2)n N n
N NW W     для / 2, ( 1)n N N  , то: 

[( / 2), )]x n N   1( , )x n   ( /2 )
2 ( , )n N

NW x n     ; 

0, / 2 1n N  . (27) 

Данная процедура может быть продолжена до полу-
чения двухточечных ДПФ-ВПВО.  

Введем базовую операцию алгоритма БПФ-ВПВО 
(«бабочку» БПФ-ВПВО) (рис. 2). 

 

Рис.2.  Условное обозначение базовой операции алгоритма 
БПФ-ВПВО с прореживанием по времени  

В качестве примера на рис. 3 приведен граф алго-
ритма БПФ-ВПВО с прореживанием по времени для 

32 8.N    

 

Рис. 3. Граф алгоритма БПФ-ВПВО с прореживанием  
по времени и с замещением (естественный порядок  

отсчетов на входе алгоритма, двоично-инверсный порядок 
отсчетов на выходе алгоритма) 

Из рис. 2 и рис. 3 непосредственно следует вывод о 
том, что множитель 2je   может быть внесен в коэффи-
циенты первого слоя графа алгоритма БПФ-ВПВО. 

Об избыточности алгоритма БПФ-ВПВО  
для действительных временных 
последовательностей 

Как уже отмечалось, дискретный спектр Фурье дей-
ствительного сигнала имеет комплексно сопряженную 
структуру, действительная часть которого есть четная 
функция, а мнимая часть – нечетная функция. Это свой-
ство спектра действительного сигнала приводит к тому, 
что выходной массив ( , ), 0, 1x n n N    алгоритма 
БПФ-ВПВО имеет нулевые мнимые части. 
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Таблица 

[( ( , )]ix x n   n  0 1 2 3 4 5 6 7 

1[( ,0)]x n  1Re[ ( ,0)]x n  1,1515 0,5557 0,3370 1,3795 -0,4898 -0,0672 -1,9245 -0,3428 

1Im[ ( ,0)]x n  -0,0000 -0,0000 -0,0000 -0,0000 -0,0000 -0,0000 -0,0000 -0,0000 

1[( ,1/ 3)]x n  1Re[ ( ,1/ 3)]x n  1,1234 0,1802 0,9282 0,7801 -0,4430 -0,5237 -1,9216 0,4758 

1Im[ ( ,1/ 3)]x n  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

2[( ,0)]x n  2Re[ ( ,0)]x n  1,2032 0,6676 1,7374 -0,4740 1,6772 -1,2801 -0,9427 0,2707 

2Im[ ( ,0)]x n  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

2[( ,1/ 3)]x n  2Re[ ( ,1/ 3)]x n  0,8685 1,2650 1,2650 0,1005 1,2086 -1,8102 -0,4255 0,7516 

2Im[ ( ,1/ 3)]x n  0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

3[( ,1 / 3)]x n  3Re[ ( ,1/ 3)]x n  1,1234 0,1802 0,9282 0,7801 -0,4430 -0,5237 -1,9216 0,4758 

3Im[ ( ,1/ 3)]x n  0,8685 1.2650 1,2650 0,1005 1,2086 -1,8102 -0,4255 0,7516 
 
Рассмотрим алгоритм БПФ-ВПВО, который позволя-

ет, используя вышеуказанную избыточность, находить 
одновременно два временных спектра двух различных 
дискретных действительных сигналов при одном значе-
нии временного параметра .  

Алгоритм БПФ-ВПВО двух действительных 
временных последовательностей 

1. Пусть заданы дискретные действительные сигна-
лы 1[( ,0)]x n  и 2[( ,0)]x n  (табл. 1) и их спектры 1, , ( )NS k  

и 2, , ( ).NS k  
2. Проводим умножение второй половины спектра 

1, , ( )NS k  на exp( 2 ).j   

3. Проводим умножение второй половины спектра 

2, , ( )NS k  на exp( 2 ).j   

4. Формируем комплексную последовательность: 

3, , ( )NS k  1, , ( )NS k  exp( 2 )j  2, , ( )NS k  2, , ( )NS k . 
5. Проводим БПФ-ВПВО последовательности 

3, , ( ).NS k   
В результате выполнения предложенного алгоритма 

БПФ-ВПВО получаем последовательность 3[( ,1 / 3)]x n  
(табл.), действительная часть которой равна временно-
му спектру 1( ,1/ 3),x n  а мнимая часть равна временно-

му спектру 2 ( ,1/ 3).x n  

Заключение 

В заключении отметим важные положения непо-
средственно вытекающие из работы , а также основные 
результаты, полученные в ней. 

Широкое применение в теории ЦОС дискретно-
временного преобразование Фурье во многом объясня-
ется той ролью, которое оно играет в теоретических и 
прикладных исследованиях Фурье-обработки информа-
ции. Введение в статье в теорию ЦОС новой формы 
преобразования Фурье – дискретно-частотного преоб-
разования Фурье имеет как теоретическое, так и при-
кладное значение для Фурье-обработки дискретных 
сигналов во временной области. Это преобразование 
позволило предложить новую эффективную методоло-
гию ослабления влияние эффекта частокола во вре-
менной области (picket fence effect in the time domain) на 

результативность и эффективность Фурье-обработки. 
Введение в статье в теорию ЦОС нового вида дис-

кретных экспоненциальных функций – дискретных экс-
поненциальных функций с варьируемым параметром во 
временной области позволило подойти к вопросу к 
Фурье-обработки временных спектров с новой нестан-
дартной позиции.  

Проведенные в работе исследования основных 
свойств дискретных экспоненциальных функций с варь-
ируемым параметром во временной области, выявили 
мультипликативность этого базиса. Это позволило пред-
положить существование алгоритмов быстрого дискрет-
ного преобразования Фурье с варьируемым параметром 
во временной области (БПФ-ВПВО). В работе разрабо-
тан граф алгоритма БПФ-ВПВО с прореживанием по 
времени и с замещением (in place) с естественным по-
рядком отсчетов на входе алгоритма и двоично-
инверсным порядком отсчетов на выходе алгоритма. 

Предложенные алгоритмы БПФ-ВПВО для комплекс-
ных и действительных последовательностей могут быть 
эффективно применены при решении задач интерполя-
ции дискретных сигналов во временной области. Приве-
ден граф алгоритма БПФ-ВПВО с прореживанием по 
времени и с замещением (in place) с естественным по-
рядком отсчетов на входе алгоритма и двоично-
инверсным порядком отсчетов на выходе алгоритма. 
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