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Рассматривается задача анализа сигналов с квадратурной ам-
плитудной модуляцией (КАМ). Целью работы является построение 
плотности распределения вероятностей коэффициентов ком-
плексной огибающей КАМ сигнала. Для построения плотности при-
меняются гистограммный метод и метод максимума правдоподо-
бия. Показаны результаты численного моделирования. 
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The article considers the problem of analyzing signals with quadrature amplitude modulation (QAM). The goal of the work is estima-
tion of probability distribution density of the complex in-phase and quadrature components of QAM signal. The histogram method 
and the maximum likelihood method are used for get this estimation. The results of numerical simulation are presented. 

Key words: probability density function, In-phase and Quadrature components, quadrature amplitude modulation, 
histogram method, maximum likelihood method, signal-to-noise ratio, noise dispersion. 

 

Ключевые слова: плотность распределения 
вероятностей, комплексная огибающая, квадра-
турная амплитудная модуляция, гистограммный 
метод, метода максимума правдоподобия, от-
ношение сигнал/шум, дисперсия шума. 
Введение 

Анализ сигнальных созвездий манипулированных 
сигналов, принятых на фоне аддитивного шума, являет-
ся одной из важнейших задач при обработке сигналов и 
принятии решения о переданном символе. Так, напри-
мер, для сигналов с фазовой манипуляцией (ФМ), раз-
личных порядков (BPSK, QPSK и т.д.) применяют круго-
вые (или полярные) распределения [1, 2]. На основе их 
анализа и обработки отсчетов сигнала получают, в 
частности, оценки отношения сигнал/шум (ОСШ) [3, 4] и 
вероятности ошибки [3]. Для получения этих оценок до-
статочно рассмотреть фазы принимаемых символов 
(или разности фаз для случая дифференциальной ФМ 
[5]) и ограничится соответствующей одномерной плот-
ностью распределения [3]. 

Однако в случае сигналов с квадратурной амплитуд-
ной модуляцией (КАМ, или QAM) необходимо рассмот-
реть синфазную и квадратурную составляющие ком-
плексной огибающей kU  каждого принимаемого симво-
ла [5, 6], т.е. 

kkk iQIU  , (1) 
где ,kI  kQ  – соответственно, синфазная и квадратур-

ная составляющие, k  – номер символа. 
Отметим, что для ФМ сигналов, вообще говоря, так-

же рассматривают коэффициенты комплексной огиба-

ющей ,kU  однако ограничиваются лишь ).arg( kk A  

Целью данной работы является построение плотно-
сти распределения вероятностей комплексной огибаю-
щей КАМ сигнала. 
Описание модели 

Пусть )(ts  – передаваемый сигнал с КАМ, который 
можно записать в следующем виде 
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где K  – количество передаваемых символов, kA  – ам-

плитуда передаваемого сигнала, f 2  – несущая 

частота, k  – фазы передаваемых символов, symT  – 

длительность символа, )(tp  – импульсная функция вида 
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Преобразование Гильберта сигнала (2) есть 
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Тогда аналитический сигнал, соответствующий k -му 
передаваемому символу можно записать в форме 
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где множитель ki
keA   – есть комплексная огибающая  

k -го сегмента сигнала ),(ts  соответствующего k -му 
символу. 

Соответствующие комплексные коэффициенты в 
форме (1) полностью характеризуют «информацион-
ную» составляющую КАМ сигнала и могут быть записа-
ны в виде 

,ki
kkkk eAiQIU   (6) 

где kkk AI cos , kkk AQ sin . 

Таким образом, КАМ сигнал кроме формы (2) часто 
представляют в виде модели [5] 
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Принятый из канала с АБГШ сигнал запишем в форме 
)()()(~ ttsts  , (8) 

где )(t  – АБГШ. 

В результате при анализе сигнала для каждого k -го 
символа вместо (6) получают оценки синфазно-
квадратурных составляющих в форме 

),,(),(, kQkkIkk QiIU    (9) 

где kI ,  и kQ ,  – соответствующие синфазно-

квадратурные составляющие аддитивного шума ).(t  

Таким образом, при моделировании выборки синфазно-
квадратурных составляющих принимаемого КАМ сигна-
ла можно рассмотреть модель вида 

,)( 2 iReGUU  
  (10) 

где U  – комплексный вектор отсчетов синфазно-
квадратурных составляющих передаваемого сигнала, 

)( 2G  – вектор гауссовских чисел с дисперсией 2  и 
нулевым математическим ожиданием, R  – вектор слу-
чайных чисел с равномерным законом распределения в 
диапазоне  .2;0   

Отметим, что умножение векторов )( 2G  и iRe  в 
выражении (10) предполагается поэлементным. 

В качестве примера на рис. 1 приведены сигнальные 

созвездия наблюдаемых КАМ сигналов, полученные при 
реализации модели (10). 

Здесь на рис. 1 красным показаны истинные (допу-
стимые) значения вектора U , синим – зашумленная 

выборка U . 

Построение плотности вероятности  
гистограммным методом 

Простейшим методом непараметрической оценки 
плотности распределения вероятностей является гисто-
граммный метод оценивания [7]. Суть метода сводится к 
оценке вероятностей попадания значений анализируе-
мой выборки в заданные области. 

В рассматриваемом случае анализа комплексной 

выборки U  необходимо осуществить разбиение на 
области с шагом, определяемым следующим образом 
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где I  и Q  – здесь и далее – вещественная и мнимая 

части вектора U , N  – количество областей (или ячеек). 

Как известно, число ячеек, а точнее их размер, влия-
ет на состоятельность получаемой оценки плотности 
распределения вероятностей и в тоже время зависит от 
объема имеющейся выборки. 

На рис. 2-4 приведены примеры плотностей ком-
плексных огибающих U  сигнала КАМ-4, полученные 

методом гистограмм, для различного объема выборки. 

 
 а) б) 

Рис. 1. Примеры сигнальных созвездий наблюдаемых КАМ сигналов: КАМ-4 (а), КАМ-16 (б) 

             
Рис. 2. Гистограммы коэффициентов комплексной огибающей  
при объеме выборки 500K  при 20N , 33N  и 50N  
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Рис. 3. Гистограммы коэффициентов комплексной огибающей  

при объеме выборки 1000K  при 20N , 33N  и 50N  

          
Рис. 4. Гистограммы коэффициентов комплексной огибающей  

при объеме выборки 10000K  при 20N , 33N  и 50N  

Из приведенных на рис. 2 гистограмм, очевидно, что 
объема выборки 500K  недостаточно для получения 
состоятельной оценки. При этом значение N  логичнее 
выбирать следующим образом [8] 

,KN   (12) 
Как видно из рис. 3, 4 для анализа сигналов КАМ-4 

требуется объем выборки 1000K . Однако для случая 
более высокой позиционности модуляции, например, 
КАМ-16 потребуется увеличения объема выборки на 
порядок, что далеко не всегда может быть допустимо на 
практике. 

Таким образом, несмотря на простоту реализации, 
гистограммный метод требует достаточно большого 
объема анализируемой выборки. Применение неравно-
мерного адаптивного шага для размера ячеек (см., 
например, [9]) – более «мелкого» в области разрешен-
ных состояний – потенциально позволит несколько 
уменьшить требования к объему выборки. Однако вы-
числительная сложность в этом случае увеличится. По-
этому при анализе относительно небольших выборок 
отсчетов векторов комплексной огибающей КАМ сигна-
лов целесообразнее применение других методов, 
например, метод максимума правдоподобия. 

Построение плотности вероятности методом 
максимума правдоподобия 

Метод максимума правдоподобия позволяет постро-
ить плотность распределения путем оценки параметра 

(или параметров) модели плотности распределения 
известного вида. Функцию правдоподобия, как правило, 
записывают через логарифм, т.е. 

 ,),(ln)(
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k
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где ),( kxW   – плотности распределения известного 

вида, kx  – элементы анализируемой выборки,   – 
оцениваемый параметр. 

Как известно [8], двумерная нормальная плотность 
распределения в общем случае определяется выраже-
нием 
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где yx  ,  – средне-квадратичные отклонения (СКО) 

случайных величин x  и y , соответственно, yx mm ,  – 

математические ожидания случайных величины x  и y , 
  – коэффициент корреляции. 

Полагая некоррелированность случайных величин x  
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и y , т.е. при значении 0 , от (14) приходим к выра-
жению 
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С учетом модели (10) положим значения СКО, а зна-
чит и дисперсий, равными, т.е. 

.222   yx  (16) 
Математические ожидания синфазно-квадратурных 

составляющих обозначим, соответственно, Im  и .Qm  

Их значения для каждого варианта передаваемого сим-
вола известны и приведены в таблице. 

Значения математических ожиданий вариантов символов 
КАМ сигналов и обозначения соответствующих плотностей 

КАМ-4 КАМ-16 
Обозначение 

Im  Qm  Im  Qm  

1  1  1  1  ),,( 2
0 QIW  

1  1  1  1  ),,( 2
1 QIW  

1  1  1  1  ),,( 2
2 QIW  

1  1  1  1  ),,( 2
3 QIW  

  3  3  ),,( 2
4 QIW  

  1  3  ),,( 2
5 QIW  

  1  3  ),,( 2
6 QIW  

  3  3  ),,( 2
7 QIW  

  3  1  ),,( 2
8 QIW  

  3  1  ),,( 2
9 QIW  

  3  3  ),,( 2
10 QIW  

  1  3  ),,( 2
11 QIW  

  1  3  ),,( 2
12 QIW  

  3  3  ),,( 2
13 QIW  

  3  1  ),,( 2
14 QIW  

  3  1  ),,( 2
15 QIW  

С учетом принятых обозначений, соответствующие 
выражения для плотностей коэффициентов комплекс-
ных огибающих сигналов КАМ-4 и КАМ-16 можно запи-
сать в виде следующих выражений 
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Подставив (17) или (18) в функционал правдоподобия 
(13) придем к соответствующим выражения для оценки 
дисперсии методом максимального правдоподобия 
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На рис. 5 приведены примеры плотностей распреде-
ления вероятностей комплексных огибающих КАМ сигна-
лов полученные путем оценки дисперсий моделей плот-
ностей (17), (18) методом максимума правдоподобия. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Плотности распределения вероятностей  
комплексных огибающих КАМ сигналов: КАМ-4 (а), КАМ-16 (б) 

Объем выборки при оценке дисперсии для построе-
ния данных плотностей составлял .100K  При этом 
СКО ошибки оценки дисперсии модели (17) или (18) со-
ставляет величину порядка 210 . 

Заключение 
В работе получена плотность распределения вероят-

ностей коэффициентов комплексной огибающей КАМ сиг-
нала. Показано, что в случае применения гистограммного 
метода требуется значительный объем выборки, что недо-
пустимо при анализе сигналов принимаемых из каналов с 
быстро меняющимися характеристиками. 

Поэтому авторами рассмотрено применение метода 
максимума правдоподобия. Выведено аналитическое 
выражение функции плотности распределения вероят-
ностей комплексной огибающей для случая сигналов с 
КАМ-4 и КМ-16. 
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Полученные результаты могут найти применение в 
задачах оценки ОСШ информационных сигналов с КАМ 
модуляцией. 
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