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Статья посвящена синтезу пары согласованных квантованных 
формирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров для систем цифро-
вой связи. Синтез позволяет получить фильтры с заданными зна-
чениями ослабления АЧХ в полосе задерживания и уровня межсим-
вольной интерференции. Рассмотрены три метода проектирова-
ния формирующих фильтров, один на основе функции корень квад-
ратный из приподнятого косинуса и два других на основе взвешен-
ной чебышевской аппроксимации. Проблема квантования коэффи-
циентов фильтров в каждом из методов решена с помощью вариа-
ции исходных параметров. Проведено сравнение результатов син-
теза для двух значений фактора ската 0,35 и 0,05 при коэффици-
енте передискретизации 2. 
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The article is devoted to design of matched quantized pulse-shaping linear-phase FIR filter pairs for digital communication systems. 
The design enables to obtain filters with the desired stopband attenuation of magnitude response and the predetermined inter-
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Введение  

Требуемые частотные и временных харак-
теристики системы цифровой связи в канале с 
ограниченной полосой могут обеспечиваться 
парой согласованных формирующих цифровых 
фильтров. При этом АЧХ формирующих филь-
тров, расположенных в передатчике и приемнике си-
стемы, должны соответствовать заданному плану до-
пусков. В тоже время каскадное соединение этих филь-
тров должно удовлетворять критерию Найквиста или 
иначе представлять собой фильтр Найквиста с симмет-
ричной импульсной характеристикой (ИХ) пересекаю-
щей нулевой уровень через строго определенные ин-
тервалы времени. Это обеспечивает нулевую межсим-
вольную интерференцию (МСИ) в идеальной системе 
связи.  

Опубликовано очень большое число статей, в част-
ности [1-21] (и ссылки в них), посвященных синтезу со-
гласованных формирующих КИХ- и БИХ-фильтров, к 
которым наряду с выше указанными могут предъяв-
ляться и дополнительные требования, обусловленные 
практической реализацией систем цифровой связи.  

Как упомянуто в [10] линейно-фазовая характеристи-
ка формирующих фильтров очень полезна для синхро-
низации и при наличии нелинейных искажений. Кроме 
того, такие фильтры обладают симметричной ИХ, что 
вместе с требованиями минимального порядка филь-
тров и экономного квантования их коэффициентов су-
щественно упрощает реализацию. Это важно поскольку 
тенденция к значительному уменьшению фактора ската 
(roll-off factor), например, в каналах спутниковой связи 

[22], приводит к росту порядка и длины слова коэффи-
циентов и как следствие к увеличению площади кри-
сталла, потребляемой мощности и стоимости СБИС-
реализации. Заметим, что квадратурный приемо-пере-
датчик системы связи содержит четыре формирующих 
фильтра. 

Для обеспечения низкой чувствительности к джитте-
ру синхронизации в конкретных случаях следует умень-
шать энергию «хвоста» ИХ пары формирующих филь-
тров [8], скорость спада этой ИХ или уровень ее боковых 
лепестков [1-4], в частности двух наибольших из них, или 
уменьшать уровень шероховатости (roughness) ИХ фор-
мирующих фильтров [13, 16]. Для снижения отношения 
пиковой – к средней мощности модулированного сигнала 
в системах с усилителями мощности ограниченного ди-
намического диапазона желательно уменьшать энергию 
«хвоста» ИХ фильтра передатчика [12].  

Вся совокупность приведенных требований не всегда 
может быть выполнена и поэтому необходимо прибегать 
к компромиссным решениям, что усложняет синтез фор-
мирующих фильтров. Иногда приходится жертвовать 
теми или иными свойствами фильтров или ухудшать их 
ради появления или улучшения других.  

Широко известные формирующие линейно-фазовые 
КИХ-фильтры с частотной характеристикой вида корень 
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квадратный из приподнятого косинуса (Square Root 
Raised Cosine – SRRC) получены из фильтров Найкви-
ста с частотной характеристикой вида приподнятый ко-
синус (Raised Cosine – RC). При приемлемом порядке 
SRRC-фильтры могут не обеспечить всех желаемых 
требований, особенно при малом факторе ската. Несо-
мненным превосходством SRRC-фильтров перед дру-
гими является простота расчета ИХ, которая при задан-
ных порядке и коэффициенте передискретизации 
(oversampling factor) определяется лишь одним пара-
метром - фактором ската, причем по замкнутому выра-
жению. Проектирование этих фильтров сводится к пря-
мому параметрическому синтезу. 

По существу, все публикации, посвященные согла-
сованным формирующим фильтрам направлены на 
улучшение тех или иных свойств SRRC-фильтров. Син-
тезу БИХ-фильтров уделено значительно меньшее 
внимание и в общем они уступают КИХ-фильтрам. По-
скольку данная статья посвящена КИХ-фильтрам огра-
ничимся ссылкой на статьи [18, 19], где заинтересован-
ный читатель найдет сравнение вариантов проектиро-
вания формирующих БИХ- и КИХ-фильтров и числен-
ные результаты. В отношении синтеза согласованных 
формирующих КИХ-фильтров выделим три подхода: 

Косвенный параметрический синтез пары согласо-
ванных линейно-фазовых КИХ-фильтров с ненулевым 
уровнем МСИ.  

Синтез сводится к использованию известного или 
нового аналитического выражения для частотной харак-
теристики фильтра Найквиста подобного для RC-
фильтра. Далее с помощью обратного преобразование 
Фурье для корня квадратного из этого выражения опре-
деляется непрерывная ИХ, а затем – ее усеченный дис-
кретный вариант, соответствующий формирующему 
линейно-фазовому КИХ-фильтру. Пара таких формиру-
ющих фильтров может обладать более низкой чувстви-
тельности к джиттеру синхронизации [1, 2, 4] или улуч-
шенной АЧХ в полосе задерживания [3] в сравнении с 
SRRC-фильтрами. Параметрический метод, предло-
женный в [1] позволяет создавать бесконечное число 
семейств фильтров Найквиста с теми или иными свой-
ствами, но требует очень хорошего понимания обсуж-
даемой проблемы. 

Косвенный численный синтез пары согласованных 
нелинейно-фазовых КИХ-фильтров с нулевым или  
заданным уровнем МСИ. 

Синтез заключается в нахождении передаточной 
функции фильтра Найквиста с последующей ее спек-
тральной факторизацией для получения пары согласо-
ванных фильтров. Каждый фильтр передатчика или 
приемника может быть минимально- или максимально-
фазовым, приближенно линейно-фазовым или другим в 
зависимости от варианта факторизации. Синтез на ос-
нове взвешенной чебышевской аппроксимации (ВЧА) с 
помощью линейного программирования [5, 7] или алго-
ритма Ремеза [6], позволяет получить максимально 
возможное ослабление АЧХ в полосе задерживания и 
нулевую МСИ. Сочетание алгоритма Ремеза с техникой 
окна для описания АЧХ в переходной полосе, предло-
женное в [8], позволяет при почти нулевой МСИ достичь 

компромисс между ослаблением АЧХ в полосе задержи-
вания и низкой чувствительностью к джиттеру синхрони-
зации. Алгоритм квадратичного программирования [9] 
обеспечивает баланс между спектральной энергией в 
полосе задерживания и чувствительностью к джиттеру 
при заданном уровне МСИ.  

Прямой численный синтез пары согласованных или 
почти согласованных линейно-фазовых КИХ-фильтров 
соответственно с ненулевым или нулевым уровнем 
МСИ.  

Синтез может быть основан на применении линейно-
го [11], нелинейного [12, 13, 15], квадратичного [16], вы-
пуклого [14] программирования или  алгоритмами ВЧА 
[10, 17]. Данный подход заключается в непосредствен-
ном нахождении передаточной функции формирующего 
фильтра (т.е. без синтеза фильтра Найквиста и после-
дующей факторизации) при решении следующих задач: 
минимизация МСИ при заданных требованиях к АЧХ [10, 
14, 17]; получение нулевой МСИ для почти согласован-
ной пары фильтров, имеющей разные порядки [10]; 
нахождение компромисса между ослаблением АЧХ в 
полосе задерживания, чувствительностью к джиттеру 
синхронизации и уровнем МСИ [11]; достижение баланса 
между ослаблением спектральной энергии в полосе за-
держивания, уровнем МСИ и чувствительностью к джит-
теру и/или отношением мощностей пиковая/средняя на 
выходе фильтра передатчика [12]; минимизация чув-
ствительности к джиттеру при заданных уровнях МСИ и 
ослабления АЧХ в полосе задерживания [13, 16];  полу-
чение минимальной ГВЗ, большого ослабления АЧХ в 
полосе задерживания и низкого уровня МСИ [15]. 

Заметим, что проблема квантования коэффициентов 
рассмотрена лишь в трех упомянутых работах, а именно 
применительно к линейно- и нелинейно-фазовым фор-
мирующим КИХ-фильтрам прямой структуры соответ-
ственно в [11, 21] и [20]. Однако, к этим работам можно 
добавить статьи [23-25], посвященные синтезу двухка-
нальных совершенных банков КИХ-фильтров решетча-
той структуры с квантованными коэффициентами. Дело 
в том, что решетчатые фильтры нижних частот такого 
банка [26] можно использовать в качестве пары согласо-
ванных формирующих нелинейно-фазовых фильтров 
при коэффициенте передискретизации равном 2. Как 
известно пара этих фильтров обладает нулевой МСИ 
несмотря на квантование коэффициентов, что не свой-
ственно фильтрам прямой структуры. 

Публикации [11, 20, 21, 23-25] посвящены синтезу 
квантованных КИХ-фильтров без умножителей. В [25] 
показаны преимущества алгоритма, сочетающего вари-
ацию исходных параметров (ВИП) и простейшую проце-
дуру вариации коэффициентов в сравнении с более 
сложными алгоритмами вариации коэффициентов [23, 
24]. Эффективность собственно алгоритмов ВИП была 
продемонстрирована ранее в задачах синтеза частотных 
квантованных КИХ-фильтров на основе методов окна и 
ВЧА, соответственно в [27] и [28]. Технику ВИП можно 
объединить с любыми рассмотренными выше методами 
синтеза, например, как в [25], с косвенным методом син-
теза нелинейно-фазовых КИХ-фильтров на основе ВЧА 
с применением алгоритма Ремеза.  
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В данной статье технику ВИП используем в трех ме-
тодах синтеза согласованных формирующих линейно-
фазовых КИХ-фильтров на базе прямых структур с за-
данными требованиями к ослаблению АЧХ в полосе 
задерживания и уровню МСИ при минимальных значе-
ниях порядка и длины слова квантованных коэффици-
ентов. Первый метод основан на синтезе SRRC-фильт-
ров (см., функции firrcos и rcosdesign в среде МАTLAB), 
а два других метода [10] и [17] – на синтезе ВЧА-
фильтров (см., функции remez, cremez, gremez в среде 
МАTLAB). Поиск квантованных фильтров с помощью 
ВИП проиллюстрируем графиками зависимостей кон-
тролируемых параметров от исходных [29]. Проведем 
сравнение результатов синтеза, полученных тремя под-
ходами при факторе ската 0,35 и 0,05 для коэффициен-
та передискретизации 2.  

Требования к формирующим КИХ-фильтрам  

Напомним известные соотношения и положения, 
связанные с синтезом формирующих фильтров. Пусть 
КИХ-фильтру Найквиста c передаточной функцией G(z) 
соответствует пара согласованных формирующих  
КИХ-фильтров нижних частот, расположенных в пере-
датчике и приемнике системы цифровой связи. При 
этом фильтру N-го порядка в передатчике с H(z) соот-
ветствует фильтр в приемнике с H(z-1)z-N, так что 
G(z) = H(z)H(z-1)z-N и требуется по существу синтезиро-
вать один формирующий КИХ-фильтр с H(z) при 

 | ( )) | .(H z G z  Отсюда используемые термины для 
этого фильтра: square-root pulse-shaping filter, square-
root Nyquist filter, half-Nyquist filter. 

Для суммы частотной характеристики фильтра Най-
квиста и ее смещенных копий имеет место следующее 
равенство 

 
1

2 / /2 /

0

( ) ( )ss

K
j f f i Kj f f

i

G e G e const







  ,  (1) 

где f – частота, K = fs/R – коэффициент передискретиза-
ции, R – символьная скорость передачи, fs – частота 
дискретизации. 

Во временной области равенству (1) соответствует 
нормированная симметричная ИХ фильтра Найквиста 
вида 
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где *k k kg h h , hk – ИХ формирующего фильтра,  
а знак * означает свертку. 

Граничные частоты полосы пропускания и задержи-
вания фильтров как c H(z), так и с G(z) равны  
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где α – фактор ската и 0 < α ≤ 1.  
Средняя частота эквивалентная ширине полосы 

идеального фильтра нижних частот равна 
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Известно, что для линейно-фазовых формирующих 
КИХ-фильтров, рассматриваемых далее, условия (1) и 
(2) могут быть выполнены лишь приближенно. Степень 

выполнения (1) можно оценить по неравномерности 
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степень выполнения (2) – по пиковому уровню МСИ 
(Peak of Inter-Symbol Interference – Peak ISI) 
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который не должен превышать заданное значение. Упо-
мянутому выше нулевому уровню МСИ соответствует 
Peak ISI = -∞ дБ. 

Минимальное ослабление АЧХ фильтров в полосе 
задерживания [f2  fs/2] равно  
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где ±δ1 – отклонение АЧХ от 1 в полосе пропускания и  
δ2 – отклонение АЧХ от 0 в полосе задерживания. Зна-
чение a0 не должно быть меньше заданного уровня. 

Неравномерность АЧХ в полосе пропускания [0 f1] 
для рассматриваемых фильтров обычно не контролиру-
ют, поскольку она обеспечивается автоматически.  

Отношение пиковой мощности к средней мощности 
(peak-to-average power ratio – PAPR) модулированного 
сигнала на выходе формирующего фильтра передатчика 
определяют следующим образом   
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где hn, n = 1, 2, …, N+1 – ИХ соответствующая H(z). Как 
упоминалось выше в определенных случаях величина 
PAPR не должно превышать заданного значения. Одна-
ко это требование может оказаться непреодолимым без 
ухудшения других свойств формирующих фильтров.  

Для иллюстрации техники ВИП применительно к 
трем рассматриваемым методам синтеза зададим сле-
дующие требования к параметрам квантованных фор-
мирующих КИХ-фильтров: 

0

0,35 и 0,05,
 50 дБ,

Peak ISI  25 дБ,
2,
1,

n

s

a

K
f

 
  
 



  (8) 

где αn – номинальное значение фактора ската α.  
Кроме того, будем контролировать отношение PAPR, 

а для упрощения КИХ-фильтров будем стремиться удо-
влетворить условия (8) при минимальных значениях по-
рядка N и длины слова квантованных (округленных) ко-
эффициентов M, соответствующей шагу кантования 2-M.  

ВИП в синтезе SRRC-фильтров 

В начале проиллюстрируем синтез SRRC-фильтров с 
непрерывными коэффициентами, т.е. при M = ∞. Для 
этого используем зависимости контролируемых пара-
метров этих фильтров от порядка N представленные на 
рис. 1 для трех значений фактора ската α при коэффи-
циенте передискретизации K = 2. Это K и два крайних 
значения α соответствуют требованиям (8). Заметим, что 

MathlabIntPC
Выделение
поставить точку

           .

MathlabIntPC
Выделение
убрать полностью, т.к. h уже была определена под выр. (2)
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 а) б) 

 
 в) г) 

Рис. 1. Параметры SRRC-фильтров в зависимости от порядка N при K = 2: ослабление АЧХ фильтра  
в полосе задерживания (а), пиковое значение МСИ (б) и отношение пиковой мощности  
к средней мощности модулированного сигнала для четных (в) и нечетных порядков (г) 

графики на рис. 1 a-в пригодны с некоторой погрешно-
стью и для K > 2 при замене N на [NK/2], где [х] – 
наименьшее целое большее x. Так при K = 4 значения N 
на рис. 1 должны быть удвоены. Отметим также, что 
семейство кривых на рис.1 г для нечетных N распола-
гается ниже семейства на рис. 1 в для четных N, т.е. 
фильтрам нечетного порядка свойственны меньшие 
значения PAPR. Однако, можно убедиться, что с увели-
чением К такое различие быстро нивелируется. Эти 
особенности следуют из выражения (7) для любых ли-
нейно-фазовых КИХ-фильтров. В существующих публи-
кациях рассмотрены формирующие фильтры как с чет-
ными, так и нечетными N, но без упоминания их воз-
можных различий по уровню PAPR. 

Из рис. 1 а-г видно, что с увеличением N для всех α 
пульсируя уменьшается Peak ISI (5), монотонно и мед-
ленно растет ослабление a0 (6), а также растет с после-
дующим сильным замедлением отношение PAPR (7). С 
уменьшением α уменьшается a0 и увеличиваются уров-
ни Peak ISI и PAPR. Однако из-за сложного поведения 
зависимостей Peak ISI от N возможны ситуации, не по-
казанные на рис. 1 б, когда для данного N с уменьшени-
ем α уменьшается и уровень Peak ISI. Это связано с 

пересечением кривых с разными α. Произвольные тре-
бования по Peak ISI и a0 могут быть всегда удовлетворе-
ны при любых значениях 0 < α ≤ 1 благодаря выбору N. 
При этом отношение PAPR может оказаться неприем-
лемым.  

Обратимся к требованиям (8). Для αn = 0,35 им удо-
влетворяет фильтр с N = 285. При этом, согласно 
рис. 1 б, в, получим Peak ISI = -78 дБ и PAPR = 3,8 дБ. 
Имеем очень большой запас по Peak ISI, т.к. требуется 
уровень -25 дБ. Нормированная к нулю децибел АЧХ 
фильтра показана на рис. 2 а. Пунктирные вертикальные 
линии соответствуют граничным частотам в (3) для 
α = αn, а горизонтальная линия обозначает допустимый 
уровень ослабления 50 дБ согласно (8). Здесь и далее 
отдельная точка, помеченная знаком +, соответствует 
частоте f0 в (4) и уровню  1 / 2  (или -3,01 дБ). Как ви-
дим АЧХ на рис. 2 а имеет избыточное ослабление в 
полосе задерживания исключая окрестность примыкаю-
щую к ее границе. Эту ситуацию можно исправить пола-
гая N < 285, α < αn и контролируя ослабление a0 в поло-
се задерживания соответствующей значению αn. На 
рис. 2 б представлена АЧХ фильтра, полученная для 
N = 51 и α = 0,191, которая удовлетворяет условию по a0 
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 а) б) 

Рис. 2. Нормированные АЧХ фильтров для N = 285, α = αn = 0,35 (а) и N = 51, α = 0,191, αn = 0,35 (б) 

 
 а) б) 

 
 в) г) 

Рис. 3. Зависимости ослабления a0 от параметров α, A для N = 33, αn = 0,35 при M = ∞ (a) и M = 8 (б-г) 

в (8). При этом, как показывают расчеты Peak ISI = -36,9 дБ 
и требование в (8) остается выполненным, но уровень 
PAPR = 4,9 дБ, т.е. увеличился на 1,1 дБ.  

Теперь найдем решение с квантованными коэффи-
циентами (M ≠ ∞), удовлетворяющее условиям (8). Ка-
залось бы, что оно должно соответствовать N > 51 для 
обеспечения некоторого запаса на отклонение АЧХ обу-
словленное квантованием. Однако ниже получены ре-

шения для N < 51. Это обусловлено тем, что SRRC-
фильтры не обладают наилучшими АЧХ в смысле 
наибольшего ослабления a0 при фиксированном N и 
поэтому было предположено, что квантование коэффи-
циентов может привести к желаемому увеличению a0. 
Автор данной статьи наблюдал подобные эффекты 
улучшения АЧХ как для КИХ-, так и для БИХ-фильтров 
со стандартными требованиями. 
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Расчет обсуждаемых фильтров при фиксированных N 
и К зависит лишь от исходного значения фактора ската α. 
Однако, как хорошо известно на параметры квантованных 
фильтров, влияет исходная константа A, связанная с уси-
лением фильтра, на которую умножают нормированные 
относительно единицы коэффициенты перед их квантова-
нием. Таким образом метод ВИП для SRRC-фильтров 
сводится к вариации двух параметров α и A для нахожде-
ния решения с квантованными коэффициентами.  

На рис. 3 метод ВИП иллюстрируется для N = 33. На 
рис. 3 а показана зависимость ослабления a0 от пара-
метров α, A при M = ∞. Как видим максимальное значе-
ние а0 не превышает 45 дБ. На рис. 3 б приведена эта 
же зависимость для квантованных коэффициентов при 
0,5 ≤ A ≤ 1 и M = 8, где имеют место помеченное реше-
ние с a0 = 50,7 дБ. На рис. 3 в, г представлены два дру-
гих ракурса этой сложной зависимости, позволяющие 
дополнительно проиллюстрировать влияние на нее па-
раметра A при M ≠ ∞. Далее ограничимся показом толь-
ко одного ракурса подобных трехмерных графиков по-
скольку более детальный их анализ, как в [29], здесь не 
затрагивается, но он был интересен автору в процессе 
выполнения работы для разных диапазонов и шагов 
изменения варьируемых параметров.  

На рис. 4 а и б при M = ∞ и M = 8 представлены за-
висимости Peak ISI от α, A. Как видим при M = 8 часть 
точек этой зависимости превышают заданный, в (8) уро-
вень -25 дБ. Однако для найденного решения помечен-
ного на рис. 3 б-г, значение Peak ISI = -26,9 дБ. Уровень 
PAPR = 5,5 дБ. Нормированные АЧХ фильтра приведе-
ны на рис. 5 а и б при M = ∞ и M = 8. Квантованные ко-
эффициенты даны в табл. 1. Максимальное усиление 
фильтра равно 1,82. Таким образом решение задачи 
синтеза для αn = 0,35 найдено. 

Вновь обратимся к требованиям (8), полагая M = ∞. 
Можно убедится, что при αn = 0,05 для N = 1989 получим 
a0 = 49,9 дБ, Pеак ISI = -78 дБ и PAPR = 7,6 дБ.  
Как и в предыдущем примере по уровню МСИ имеется 
очень большой запас, а АЧХ фильтра имеет избыточное 
ослабление в полосе задерживания исключая окрест-
ность, примыкающую к ее границе. Поэтому действуя 
аналогично тому, как и ранее, можно получить допусти-
мое решение с квантованными коэффициентами для 
N = 257 и M = 11 при исходных параметрах α = 0,03123, 
A = 0,5484. Нормированные АЧХ для M = ∞ и M = 11 
приведены на рис. 6 a и б. Им соответствуют  
Peak ISI = -41,3 дБ и -26,8 дБ, а также значения 
PAPR = 8,2 дБ и 8,1 дБ.  Как  видим  и  в  данном  случае 

 
 а) б) 

Рис. 4. Зависимости уровня Peak ISI от параметров α, A для N = 33 при M = ∞ (a) и M = 8 (б) 

 
 а) б) 

Рис. 5. Нормированные АЧХ фильтров для N = 33, αn = 0,35 при M = ∞ (а) и M = 8 (б) 
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фильтр с квантованными коэффициентами, в отличие 
от фильтра с непрерывными коэффициентами, удовлет-
воряет (точнее почти удовлетворяет, т.к. а0 = 49,9 дБ 
вместо 50 дБ) условию по ослаблению а0 в (8).   

Таблица 1. Квантованные коэффициенты (M = 8) 
i hi = h35-i  
1 0,0078125  
2 0,00390625  
3 -0,01171875  
4 -0,00390625  
5 0,1953125  
6 0  
7 -0,03125  
8 0,0078125  
9 0,046875  
10 -0,01953125  
11 -0,06640625  
12 0,04296875  
13 0,1015625  
14 -0,0859375  
15 -0,17578125  
16 0,24609375  
17 0,828125  

На рис. 7 а и б для полученного решения при M = ∞ и 
M = 11 иллюстрируются упомянутые ранее суммарные 
АЧХ нормированные к 0 дБ. Как и ожидалось, из-за со-
ответствующих значений Peak ISI, неравномерность 
АЧХ при M = ∞ меньше, чем при М = 11. 

В каждом из двух обсуждаемых примеров отказ от 
традиционного расчета SRRC-фильтров позволяет су-
щественно (вплоть до 8 раз) снизить их порядок при 
удовлетворении требований к АЧХ. Степень снижения 
зависит от приемлемого увеличения Peak ISI и PAPR. 
Выявлен полезный эффект квантования коэффициен-
тов, позволяющий «превратить» недопустимые АЧХ 
фильтров пониженного порядка в допустимые. Отметим 
также, что поиск решений с а0 ≥ 50 дБ для M ≠ 8 при 
αn = 0,35 и M ≠ 11 при αn = 0,05 не имел успеха.  

ВИП в синтезе ВЧА-фильтров   

Синтез формирующих ВЧА-фильтров в [10] выполня-
ется с помощью алгоритма Ремеза. При этом предлага-
ется минимизировать ошибку вида 

1 0 0 2max{ , , },e r r     (9) 
где δ0 – отклонение АЧХ  от  уровня  1/ 2  на  частоте f0 
(см. (4)), δ1 и δ2 отклонения АЧХ  определяемые  как  для 

 
 а) б) 

Рис. 6.  Нормированные АЧХ фильтров для N = 257, αn = 0,05 при M = ∞ (а) и M = 11 (б) 

 
 а) б) 

Рис. 7. Нормированные суммарные АЧХ	для N = 257, αn = 0,05 при M = ∞ (а) и M = 11 (б) 
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(6), а r и r0 – заданные веса. В [10] показано, что уро-
вень Peak ISI для синтезируемого таким образом ВЧА-
фильтра существенно зависит от r, причем эта зависи-
мость имеет единственный минимум, который предло-
жено находить итеративно. Установлено также, что вес 
r0 можно задавать в очень широких пределах без суще-
ственного влияния на уровень Peak ISI.   

Техника ВИП хорошо встраивается в этот метод для 
решения задачи синтеза квантованных КИХ-фильтров c 
заданными требованиями по ослаблению a0 и уровню 
Peak ISI. Ошибка		(9) зависит от исходных α и r, а реше-
ние с квантованными коэффициентами – еще и от кон-
станты A, упомянутой выше. Положим α = αn, r0 = 1 и 
подвергнем вариации с равномерным шагом параметры 
r и A для минимизации ошибки вида 

2

max 2 max

max , ,e 


 
  

 
  (10) 

где Δ – уровень Peak ISI в относительных единицах, а 
Δmax – его допустимое значение, δ2max – допустимый уро-
вень отклонения δ2.  

Синтез квантованного КИХ-фильтра заключается в 

следующем. После нескольких проб для ряда N при M = ∞ 
определим диапазон изменения r в котором есть участок с 
e < 1. Для каждого значения r найдем нормированные ко-
эффициенты фильтра, которые умножим на текущее A и 
проквантуем. Из всех полученных квантованных решений 
выберем то, для которого имеет место наименьшее значе-
ние e. Допустимому решению соответствует e ≤ 1. 

Выполним синтез фильтра с требованиями (8), поло-
жив в начале αn = 0,35. На рис. 8 а и б при M = ∞ и M = 8 
показаны зависимости e от r, A для N = 19. Уменьшение 
M приводит к нарушению условия e ≤ 1.  

Для точки минимума e на рис. 8 а значения 
a0 = 51,7 дБ, Peak ISI = -26,8 дБ и PAPR = 4,2 дБ. На 
рис. 8 б стрелка указывает на отрезок, для которого 
e < 1, a0 = 50,4 дБ, Peak ISI = -26,9 дБ и PAPR = 4,2 дБ. 
Для точки этого отрезка (r = 4,6 и A = 0,817) нормиро-
ванные АЧХ при M = ∞ и M = 8 представлены на рис. 9 а 
и б, а квантованные коэффициенты даны в табл. 2. Мак-
симальное усиление фильтра равно 1,76. Заметим, что 
квантование коэффициентов при А = 1 для точки мини-
мума кривой на рис. 8 а приводит к допустимому реше-
нию лишь при M ≥= 11. 

 
 а) б) 

Рис. 8. Зависимости ошибки e от параметров r, A для N = 19, αn = 0,35, при M = ∞ (a) и M = 8 (б) 

 
 а) б) 

Рис. 9.  Нормированные АЧХ фильтров для N = 19, αn = 0,35 при M = ∞ (а) и M = 8 (б) 
 

  



Цифровая Обработка Сигналов №4/2021 

 
 

11

Таблица 2. Квантованные коэффициенты(M = 8) 

i hi = h21-i  
1 0,00390625  
2 0,01953125  
3 0  
4 -0,0390625  
5 0,01171875  
6 0,08203125  
7 -0,05078125  
8 -0,171875  
9 0,20703125  
10 0,81640625  

Теперь выполним синтез фильтра c требованиями 
(8) при αn = 0,05. На рис. 10 а и б при M = ∞ и M = 12 
показаны зависимости ошибки e от параметров r, A для 
N = 127. Уменьшение M приводит к нарушению условия 
e ≤ 1.  

Для минимума кривой на рис. 10 а значения 
a0 = 50,7 дБ, Peak ISI = -25,7 дБ и PAPR = 7,8 дБ.  
На рис. 10 б стрелка указывает на точку r = 3,12, 
A = 0,99 для которой e минимально, a0 = 50,1 дБ, Peak 
ISI = -25,5 дБ и PAPR = 7,8 дБ, а нормированные АЧХ 

фильтра при M = ∞ и M = 12 представлены на рис. 11. 
Квантование коэффициентов фильтра при А = 1 для 
точки минимума на рис. 10 а приводит к допустимому 
решению при M = 14. 

ВИП в синтезе двухступенчатых ВЧА-фильтров  

В [17] для синтеза формирующих фильтров предло-
жен двухступенчатый подход, который ограничен коэф-
фициентом передискретизации K = 2. Первой ступени 
соответствует полуполосный КИХ-фильтр нижних частот 
(ППФ) c H1(z) и заданным ослаблением АЧХ в полосе 
задерживания, а второй ступени – амплитудный КИХ-
корректор (АК) с передаточной функцией H2(z), которой 
соответствует АЧХ  

2 2 1/ 2
2 1 1( ) { ( ) (0,5 )} .H f H f H f     
Синтез каждого из этих двух фильтров прямой струк-

туры можно выполнить на основе ВЧА с применение 
алгоритма Ремеза при единичных весах. Формирующий 
ВЧА-фильтр с результирующей H(z) = H1(z)H2(z) обеспе-
чивает заданные уровни ослабления и МСИ. Порядок 
формирующего фильтра N = N1 + N2, где N1 и N2 четные 
порядки ППФ и АК. Таким образом порядок N  ограничен 

 
 а) б) 

Рис. 10. Зависимости ошибки e от параметров r, A для N = 127, αn = 0,05 при M = ∞ (а) и M = 12 (б) 

 
 а) б) 

Рис. 11. Нормированные АЧХ фильтров для N = 127, αn = 0,05 при M = ∞ (а) и M = 12 (б) 
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четными значениями. Важной особенностью предло-
женного двухступенчатого метода является то, что 
практически половина коэффициентов линейно-
фазовых ППФ и АК равна нулю, что сильно упрощает их 
реализацию.    

В данном случае синтез квантованного КИХ-фильтра 
с H(z) при помощи техники ВИП заключается в миними-
зации ошибки e определенной в (10). Для этого вариа-
ции подвергнем параметры α и A в предварительно вы-
бранных диапазонах. Для ряда значений α находим 
нормированные коэффициенты ППФ и АК, которые 
умножаем на текущее значение A и квантуем. Из всех 
полученных таким образом решений выбираем, то для 
которого ошибка e минимальна. Решение считается 
допустимым при e ≤ 1. 

Обратимся к требованиям (8), положив M = ∞. Для 
αn = 0,35 ППФ с порядком N1 = 14 обеспечивает выпол-
нение (8) по ослаблению a0 с запасом в 1 дБ. Фильтр на 
основе каскадного соединения этого ППФ и АК с поряд-
ком N2 ≥ 20 позволяет удовлетворить требованиям (8) 

по уровню Peak ISI практически сохраняя указанный за-
пас по a0. При увеличении N2 от 20 до 80 уровень Peak 
ISI уменьшается от -26 дБ до -74 дБ. Дальнейшее уве-
личение N2 очень слабо влияет на этот уровень. По су-
ществу, имеет место насыщение. 

Для N = 14 + 20 = 34 на рис. 12 а и б при M = ∞ и 
M = 9 показаны зависимости ошибки e от параметров α, 
A. Минимуму e на рис. 12 а соответствуют a0 =51,1 дБ, 
Peak ISI = -26,0 дБ и PAPR  = 5,5 дБ. На рис. 12 б 
стрелка указывает на точку, для которой e минимально, 
a0 = 50,0 дБ, Peak ISI  = -25,6 дБ и PAPR = 5,5 дБ, а 
нормированные АЧХ формирующих фильтров, ППФ и 
АК представлены на рис. 13 а и б при M = ∞ и M = 9. 
Квантованные коэффициенты для ППФ и АК даны в 
табл. 3. Все коэффициенты с четными индексами рав-
ны нулю, исключая h8 для ППФ. Максимальное усиле-
ние для ППФ равно 1,9, а для АК – 1,7. Квантование 
коэффициентов фильтра при А = 1 для точки минимума 
кривой на рис. 12 а приводит к допустимому решению 
при M ≥ 11. 

 
 а) б) 

Рис. 12. Зависимости ошибки e от параметров α, A для N = 34, αn = 0,35 при M = ∞ (а) и M = 9 (б)  

 
 а) б) 

Рис. 13.  Нормированные АЧХ формирующих фильтров, ППФ  
и АК для N = 34, N1 = 14, N2 = 20, αn = 0,35 при M = ∞ (а) и M = 9 (б) 
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Таблица 3. Квантованные коэффициенты (M = 9) 

ППФ, N1 = 14 AK, N2 = 20 
i hi=h16-i  i hi=h22-i  
1 -0,015625 1 -0,009765625 
3 0,0546875 3 0,017578125 
5 -0,15234375 5 -0,029296875 
7 0,580078125 7 0,041015625 
8 0,9375 9 -0,05078125 
- - 11 0,9375 

Снова обратимся к требованиям (8), положив M = ∞. 
Для αn = 0,05 ППФ при N1 = 106 обеспечивает выполне-
ние (8) по ослаблению a0 с запасом в 1 дБ. Фильтр на 
основе каскадного соединения этого ППФ и АК при 
N2 ≥ 160 позволяет удовлетворить (8) по уровню Peak 
ISI, практически сохраняя указанный запас по a0. При 
увеличении N2 от 160 до 288 уровень Peak ISI уменьша-
ется от -26 дБ до -34 дБ. Дальнейшее увеличение N2 
очень слабо влияет на этот уровень. Имеет место 
насыщение. 

Для N = 106 + 160 = 266 на рис. 14 а и б при M = ∞ и 
M = 12 показаны зависимости ошибки e от параметров 
α, A. Точке минимума e на рис. 14 а соответствуют 
a0 = 51,0 дБ, Peak ISI  = -26,0 дБ и PAPR = 9,9 дБ. На 

рис. 14 б стрелка указывает на точку, для которой e ми-
нимально, a0 = 50,5 дБ, Peak ISI = -25,2 дБ и 
PAPR = 9,9 дБ, а нормированные АЧХ формирующих 
фильтров, ППФ и АК представленные на рис. 15 а и б 
при M = ∞ и M = 12. Квантование коэффициентов филь-
тра при А = 1 для точки минимума кривой на рис. 12 а 
соответствует допустимому решению при M ≥ 13. 

Интересно, что для каждого из двух рассмотренных 
примеров синтеза найденные допустимые решения с 
e < 1 при M ≠ ∞ получены квантованием коэффициентов 
для решений c e > 1 при M= ∞, что можно увидеть, обра-
тившись к рис. 12 и рис. 14.  

Сравнение результатов синтеза формирующих  
КИХ-фильтров 

В предыдущих разделах представлены примеры син-
теза квантованных формирующих КИХ-фильтров тремя 
методами: SRRC+, ВЧА+ и ВЧА2+. Здесь знак + подра-
зумевает объединение метода с техникой ВИП, а обо-
значение ВЧА2+ соответствует синтезу двухступенчатых 
фильтров. Полученные результаты при αn = 0,35 и 0,05 
сведены в табл. 4 и табл. 5, где × и Σ означают количе-
ство умножителей и сумматоров в структуре фильтра. 
При подсчете  этих элементов  учтено  наличие  нулевых 

 
 а) б) 

Рис. 14. Зависимости ошибки e от параметров α, A для N = 266, αn = 0,05 при M = ∞ (а) и M = 12 (б) 

 
 а) б) 
Рис. 15.  Нормированные АЧХ формирующих фильтров, ППФ и АК для N = 266, N1 = 106, N2 = 160, αn = 0,05 при M = ∞ (а) и M = 12 (б) 
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Таблица 4. Результаты синтеза формирующих КИХ-фильтров при αn = 0,35 

Метод N a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ M × Σ 
SRRC+ 33 50,6 -26,9 5,5 8 16 31 
ВЧА+ 19 50,4 26,9 4,2 8 9 17 
ВЧА2+ 14+20=34 

(11+10=21) 
50,0 -25,6 5,5 9 11 18 

 
Таблица 5. Результаты синтеза формирующих КИХ-фильтров при αn =0,05 

Метод N a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ M × Σ 
SRRC+ 257 49,9 -26,8 8,1 11 109 217 
ВЧА+ 127 50,1 -25,5 7,8 12 63 125 
ВЧА2+ 106+160=266 

(80+80=160) 
50,5 -25,2 9,9 12 69 134 

 
 

коэффициентов, обусловленное как спецификой синте-
за, так и квантованием, а при подсчете умножителей 
учтена и симметрия ИХ фильтра. 

Как видим, все результаты удовлетворяют требова-
ниям (8) по a0 и Peak ISI. Кроме того, близки по длине 
слова M для каждого из двух значений αn. При αn = 0,05 
в сравнении с αn = 0,35 уровень PAPR существенно 
увеличивается независимо от метода синтеза. 
Наименьшие значения этого параметра, получены ме-
тодом ВЧА+. Как показывают дополнительные исследо-
вания, если порядки фильтров N в методах SRRC+ и 
ВЧА+ положить четными (это ограничение метода 
ВЧА2+), то наблюдаемый разброс в значениях PAPR в 
табл. 4 и табл. 5 уменьшается до 5,2-5,7 дБ и 9,6-9,9 дБ. 
Нижние границы соответствуют методу ВЧА+.   

Метод SRRC+ значительно уступает методам ВЧА+ 
и ВЧА2+ по количеству умножителей и сумматоров в 
структуре фильтров. Метод ВЧА+ позволяет достичь 
более низкие порядки N и, следовательно, значения 
ГВЗ, а также наименьшее количество элементов за-
держки в структуре в сравнении с полученными двумя 
другими методами. Однако заметим, что в системах 
связи при коэффициенте передискретизации K = 2 пе-
ред фильтром передатчика включен интерполятор на 2, 
а после фильтра приемника – прореживатель на 2. По-
этому количество элементов задержки в этих фильтрах, 
спроектированных методом ВЧА2+, можно значительно 
уменьшить применив полифазное разбиение и замеча-
тельные тождества для многоскоростных фильтров [26]. 
При условии, что в передатчике ППФ включен после АК, 
а в приемнике – наоборот, общее количество элементов 
задержки будет соответствовать цифрам в скобках в 
табл. 4 и табл. 5. Хотя решения, найденные с помощью 
методов ВЧА+ и ВЧА2+ при этом сблизились, все же 
преимущество по общим затратам на реализацию оста-
ется за фильтрами, синтезированными методом ВЧА+.  

Заключение 

Рассмотрены три существенно отличающихся друг 
от друга метода синтеза согласованных квантованных 
формирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров прямой 
структуры для систем цифровой связи. Первый – на 
основе получения частотной характеристики вида ко-
рень квадратный из приподнятого косинуса, а второй и 
третий – на основе взвешенной чебышевской аппрокси-
мации АЧХ. Третьему методу соответствует двухэтап-

ная аппроксимация для полуполосного фильтра и ам-
плитудного корректора, каскадное соединение которых 
образует формирующий фильтр. Синтез каждым мето-
дом направлен на достижение требуемых значений 
ослабления АЧХ в полосе задерживания формирующего 
фильтра и уровня МСИ на выходе каскадного соедине-
ния пары таких фильтров при минимальных значениях 
порядка и длины слова коэффициентов. Проблема кван-
тования коэффициентов в каждом из методов решена с 
помощью техники вариации исходных параметров, кото-
рая иллюстрируется графически. Представлены резуль-
таты синтеза фильтров для двух значений фактора ска-
та 0,35 и 0,05 при коэффициенте передискретизации 2.  

Все результата, полученные тремя методами удо-
влетворяют заданным требованиям по ослаблению в 
полосе задерживания (≥ 50 дБ) и МСИ (≤ -25 дБ) при 
близких значениях длины слова коэффициентов, отли-
чающихся не более чем на 1 бит для каждого из двух 
значений фактора ската. Второй и третий методы в 
сравнении с первым приводят к существенно меньшему 
количеству умножителей и сумматоров в структурах 
фильтров. Второй – позволяет получить меньшие по-
рядки фильтров и, следовательно, наименьшие значе-
ния ГВЗ. По уровню отношения пиковой- к средней мощ-
ности модулированного сигнала результаты имеют раз-
брос 4,2-5,5 дБ и 7,8-9,9 дБ, соответственно для факто-
ров ската 0,35 и 0,05. Нижние границы этого параметра 
достигнуты вторым методом.  

Насколько хороши полученные квантованные фор-
мирующие КИХ-фильтры в сочетании c возможными 
дополнительными ступенями интерполя-
ции/прореживания в конкретных системах цифровой 
связи при наличии джиттера синхронизации, шумов, по-
мех и нелинейных искажений можно выяснить путем 
математического и/или физического моделирования.  
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