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Рассматривается задача статистического анализа модулиро-
ванных сигналов. Целью работы является построение плотности 
распределения вероятностей коэффициентов комплексной огиба-
ющей сигналов, принятых из каналов с замираниями. Для построе-
ния плотности применяется метод Парзена. Показаны результа-
ты численного моделирования. 
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Введение 

В ряде практических приложений анализа и 
обработки сигналов и случайных процессов часто пере-
ходят к рассмотрению их комплексных огибающих [1]. На 
основе такого анализа получают, например, оценки от-
ношения сигнал/шум и вероятности ошибки на бит в за-
дачах оценивания состояния и качества радиолиний [2]; 
оценку искажений траекторного сигнала в задаче авто-
фокусировки радиолокационных изображений [3] и т.д. 

При статистическом анализе сигнальных созвездий 
модулированных цифровых (в смысле передачи ин-
формации) сигналов, принятых на фоне аддитивного 
шума, обычно ограничиваются рассмотрением стати-
стических свойств амплитуды комплексной огибающей, 
либо фазы, что естественно для сигналов, соответ-
ственно, с квадратурной амплитудной (QAM) либо фа-
зовой (PSK) модуляцией [4]. Статистические свойства 
амплитуды и фазы огибающей достаточно полно рас-
смотрены в [5-9]. 

Однако, для принятия решения о переданном сим-
воле, а также оценке достоверности данного символа, в 
случае передачи сигналов через каналы с замираниями 
необходимо учитывать «полную картину» о статистиче-
ских свойствах комплексной огибающей принимаемого 
сигнала. Т.е. как об амплитуде или модуле комплексной 
огибающей, так и о фазе. В случае применения пара-
метрических методов оценивания часто рассматривают 
закон Релея [5-7] или Райса [5, 6] для амплитуды и кру-
говое нормальное распределение [9] или распределе-
ние Мизеса [8, 9] для фазы. Для оценки параметров при 
этом применяют метод максимума правдоподобия [10]. 
Такой подход не всегда позволяет получить корректную 
оценку достоверности принятого символа. Так, напри-
мер, отклонение значения фазы от истинного может 
быть «мало», однако, в силу замираний, отклонение 

значения амплитуды для того же символа может быть 
«велико». Кроме того, в случае, когда передается дли-
тельный сегмент одинаковых символов (бит), например 
нулей, требуется соответствующий учет частотсти пере-
даваемых символов путем введения дополнительного 
параметра, что на порядок увеличивает число вычис- 
лений. 

Поэтому большой интерес представляют непарамет-
рические методы оценки [10, 11]. Однако, каналы с за-
мираниями характеризуются также нестационарностью, 
т.е. изменчивостью характеристик. В результате чего 
объем выборки, который может быть использован для 
построения плотности распределения вероятностей, «не 
велик», что существенно ограничивает применение, 
например, гистограммного метода [10]. 

Целью данной работы является построение эмпири-
ческой плотности распределения вероятностей коэффи-
циентов комплексной огибающей модулированных сиг-
налов, принятых из нестационарного канала с замира-
ниями. 

Модель сигнала 

Как известно [4], математическую запись для сигнала 
с QAM или PSK модуляцией можно записать в виде сле-
дующего выражения: 
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где N  – количество передаваемых символов, nA  – ам-
плитуды передаваемых символа, f 2  – несущая 

частота, n  – фазы передаваемых символов, symT  – 

длительность символа, )(tp  – импульсная функция. 
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Часто )(tp  представляет собой функцию вида 
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Положив )(ˆ ts  как преобразование Гильберта сигна-

ла ),(ts  запишем комплексный сигнал, называемый 
аналитическим сигналом (см. [1]) 
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вещественная часть которого есть (1). 

Перепишем (3) подробнее 
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есть комплексная огибающая [1]. 
Комплексные значения nu  в (5), соответствующие  

передаваемым символам, далее будем называть ко-
эффициентами комплексной огибающей модулирован-
ного сигнала ).(ts  Для удобства дальнейших записей 
рассмотрим комплексный вектор вида 

    NniQIuU nnn ...1,    (6) 
где nnn AI cos , nnn AQ sin  – синфазная и квад-
ратурная составляющие. 

Тогда для сигнала (1), принятого из канала с адди-
тивным белым гауссовым шумом (АБГШ), т.е. в случае 

)()()(~ ttsts  , (7) 

где )(t  – АБГШ, коэффициенты огибающей можно 
записать в следующей форме 

,VUU    (8) 

где NniV nQnI ...1},{ ,,    – вектор соответствую-

щих синфазно-квадратурных составляющих аддитивно-
го шума )(t . 

Здесь nI , , nQ,  есть независимые нормальные ве-

личины с дисперсией 2
 . 

Модель сигнала,  
принятого из канала с замираниями 

Плотность вероятности амплитуды огибающей сум-
мы сигнала и шума, обычно, описывают законом Райса, 
в частном случае, сводящимся к закону Релея (см. по-
дробнее в [5]). Действительно, полагая, что синфазная 
и квадратурная компоненты имеют нормальные гаус-
совские распределения с одинаковой дисперсией (при 
этом полагаем их независимыми), то величина: 

22 QIUA    (9) 

распределена по закону Райса, а при нулевых значениях 
математического ожидания – по закону Релея. 

Отметим, что замирания, например, в коротковолно-
вом канале связи часто описывают законом Релея [7]. 
Численно коэффициенты для характеристики такого 
канала можно получить аналогично (9), задав два неза-
висимых нормальных процесса с нулевым средним, 
единичной дисперсией и заданной функцией корреля-
ции. Данный метод изложен в [12]. 

Соответствующие процессы, определяющие синфаз-
ную и квадратурную составляющие, обозначим как 

)(tI  и ).(tQ  Таким образом, характеристика канала 

есть: 
)()()( tjttH QI   . (10) 

Тогда перейдя к векторной записи, аналогичной (6), 
запишем коэффициенты, характеризующие искажения в 
канале, в форме: 

NniH nQnI ...1},{ ,,   . (11) 

Таким образом, коэффициенты комплексной огиба-
ющей модулированного сигнала, принятого из канала с 
замираниями на фоне аддитивного шума, получим из 
следующего выражения: 

VUHdiagU   )( . (12) 
В свою очередь элементы вектора (12) есть 

NniQIU nn ...1},{ ,,  
 . 

Построение плотности вероятности 
Во введении были отмечены причины, затрудняю-

щие, а при определенных условиях делающие невоз-
можным применение таких популярных методов, как 
метод максимума правдоподобия и метод гистограмм. С 
учетом постановки задачи и цели данной работы, заклю-
чающейся в построении двумерной плотности распре-
деления вероятностей коэффициентов комплексной 
огибающей модулированных сигналов, принятых из не-
стационарного канала с замираниями, что подразумева-
ет использование выборки относительно небольшого 
объема, наиболее эффективным методом представля-
ется метод Парзена или метод ядерных функций. 

Описание данного метода можно найти в [10, 13]. 
Суть метода заключается в получении оценки плотности 
в форме 
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где )(xK  – неотрицательная функция, называемая яд-

ром, h  – параметр сглаживания, а )(xKh  – в свою оче-
редь, называют взвешенным ядром. 

Обобщим выражение (13) для получения оценки 
двумерной плотности вероятности коэффициентов ком-
плексной огибающей модулированного сигнала. С уче-
том принятых обозначений выражение для плотности 
вероятности запишем следующим образом: 
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где для многомерного случая в качестве ядра часто 
берут ядро в виде гауссианы [14], положив нулевые ма-
тематические ожидания и единичную дисперсию, т.е. 
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Выбор параметра сглаживания h  является нетри-
виальной задачей. Различные подходы для его оценки 
рассмотрены, например, в [10, 15]. При этом важным 
условием корректной оценки плотности является вы-
полнение 

  1,ˆ  
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dIdQQIWh . (16) 

Пример 1 
Рассмотрим передачу данных сигналами с BPSK 

модуляцией. Коэффициенты комплексной огибаю- 
щей NniQIu nnn ...1},{}{   в этом случае могут 

принимать значения: }01{ i  либо }01{ i . На рис. 1 
приведены сигнальные созвездия для BPSK сиг- 
нала, принятого из канала с АБГШ, а также из канала  

с замираниями по законам Релея и Райса. 
Отношение сигнал/шум (ОСШ) при этом составляет 

20 дБ. Соответствующие оценки двумерной плотности 
распределения вероятностей коэффициентов комплекс-
ной огибающей приведены на рис. 2. 

Для наглядности на рис. 3 представлены соответ-
ствующие контуры плотностей распределения вероятно-
стей коэффициентов комплексной огибающей. 

Для получения данных оценок плотностей была ис-
пользована выборка, состоящая из 200N  символов. 

Аналогичные результаты могут быть получены и для 
модуляции более высокой позиционности. 

Пример 2 

Рассмотрим случай сигналов с QPSK или QAM-4 мо-
дуляцией. Коэффициенты комплексной огибающей в 

этом случае могут принимать значения: 
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Рис. 1. Примеры сигнальных созвездий BPSK сигнала, принятого из канала АБГШ (красные точки),  
и из канала с замираниями (зеленые) по законам Релея (а) и Райса (б) 

     
 а) б) 

Рис. 2. Плотности распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей BPSK сигнала,  
принятого из канала с замираниями по законам Релея (а) и Райса (б) 
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 а) б) 

Рис. 3. Контуры плотностей распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей BPSK сигнала,  
принятого из канала с замираниями по законам Релея (а) и Райса (б) 

 
 а) б) 

Рис. 4. Примеры сигнальных созвездий QPSK сигнала, принятого из канала АБГШ (красные точки),  
и из канала с замираниями (зеленые) по законам Релея (а) и Райса (б) при большем числе нулевых символов 

Дополнительно предположим, что число нулевых 
символов составляет %40  от общего числа передава-
емых символов. Вероятности (а точнее частотсти) 
остальных символов в среднем составляют %20 . 
Подобная ситуация характерна для систем пакетной 
передачи данных. В случаях, когда длина пакета неиз-
менна, а длительности некоторых из возможных фор-
мализованных сообщений меньше длины пакета, либо 
количество таких сообщений переменно в пределах 
длины каждого пакета, то оставшуюся часть передава-
емого пакета заполняют нулями. Подобным образом 
поступают, например, в [16]. 

Примеры сигнальных созвездий в этом случае для 
QPSK сигнала, принятого из канала с АБГШ, а также 
характерный вид сигнальных созвездий для сигналов, 
принятых из канала с замираниями по законам Релея и 
Райса, показаны на рис. 4. Отметим, что рассматривае-
мый далее случай эквивалентен сигналам QAM-4. 

Как и в прошлом примере, ОСШ составляет 20 дБ. 
Объем выборки для получения оценок плотностей здесь 
составляет 500N  символов. 

Далее на рис. 5 показаны оценки плотностей распре-
деления вероятностей коэффициентов комплексной оги-
бающей для сигналов с QPSK модуляцией, принятого из 
канала с АБГШ, а также из канала с замираниями по за-
конам Релея и Райса, полученные методом Парзена. 

Также для наглядности на рис. 6 представлены соот-
ветствующие контуры плотностей распределения веро-
ятностей коэффициентов комплексной огибающей для 
сигналов QPSK, принятых из канала с замираниями. 

Как видно из представленных результатов, исполь-
зованный в работе метод позволяет получать оценки 
двумерных плотностей распределения вероятностей по 
относительно небольшой выборке. Полученные эмпири-
ческие плотности обладают гладкостью, независимы от 
частости отдельных символов, а также позволяют сде-
лать выводы о «глубине» и характере замираний в кана-
ле связи. 

Заключение 

В работе показано применение метода Парзена для 
оценки эмпирической плотности распределения веро-
ятностей коэффициентов комплексной огибающей мо-
дулированных сигналов, принятых из канала с замира-
ниями. Данный подход может быть использован при 
статистическом анализе принимаемых сигналов и по-
лучении оценок достоверности отдельно взятых сим-
волов, а также в задаче оценки ОСШ. Кроме того, по-
добный анализ может быть использован при статисти-
ческом анализе характеристик канала, в том числе для 
реализации псевдодетерминированных моделей кана-
лов связи. 
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 а)  б)  в) 

Рис. 5. Плотности распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей для сигнала QPSK,  
принятого из канала с АБГШ (а) и из канала с замираниями по законам Релея (б) и Райса (в) 

 
 а) б) 

Рис. 6. Контуры плотностей распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей BPSK сигнала, 
 принятого из канала с замираниями по законам Релея (а) и Райса (б) 
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