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Во многих областях научных исследований методы и алгоритмы цифро-
вой Фурье-обработки имеют приложения при решении большого круга прак-
тических задач. В основе методов и алгоритмов этой группы обработки 
комплексных и действительных дискретных финитных сигналов лежит од-
номерное, двумерное (в общем случае многомерное) дискретное преобразова-
ние Фурье. Практика применения методов цифровой Фурье-обработки дис-
кретных финитных сигналов на основе дискретных преобразований Фурье 
выявила как преимущества этих унитарных преобразований, так и их недо-
статки, которые проявляются в виде ряда негативных эффектов. Это, 
прежде всего, эффекты частокола, наложения и утечки (picket fence effect, 
aliasing effect и leakage effect), а также гребешковый эффект (scalloping effect). 
В работе рассматривается два новых дискретных преобразования Фурье, 
являющихся обобщением классических дискретных преобразований Фурье: 
параметрическое дискретное преобразование Фурье (одномерный случай) 
(ДПФ-П) и дискретное двумерное преобразование Фурье с варьируемыми 
параметрами (двумерный случай) (2D ДПФ-ВП). Данные преобразования 
Фурье, являющиеся развитием классических дискретных преобразований 
Фурье, позволяют устранить или существенно ослабить влияние негатив-
ных эффектов, присущих стандартным дискретным преобразованиям Фурье. 
В силу широкого распространения действительных сигналов, с целью разра-
ботки эффективных и результативных методов Фурье-обработки этого 
класса сигналов в новых базисах, в работе рассмотрены свойства комплекс-
но-сопряженной симметрии коэффициентов ДПФ-П и 2D ДПФ-ВП. Введено 
понятие перекрестной комплексно-сопряженной симметрии коэффициентов 
2D ДПФ-ВП действительных сигналов. Свойства перекрестной комплексно-
сопряженной симметрии коэффициентов 2D ДПФ-ВП действительных сигна-
лов подтверждены результатами математического моделирования. Разра-
ботаны методы и алгоритмы быстрого вычисления дискретного преобразо-
вания Фурье с варьируемыми параметрами действительных сигналов при 
различных сочетаниях варьируемых параметров. 

УДК 621.372 

ПЕРЕКРЕСТНАЯ КОМПЛЕКСНО-СОПРЯЖЕННАЯ СИММЕТРИЯ  
КОЭФФИЦИЕНТОВ ДВУМЕРНОГО ДИСКРЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ  
C ВАРЬИРУЕМЫМИ ПАРАМЕТРАМИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ СИГНАЛОВ 

Пономарева О.В., д.т.н., профессор Ижевского государственного технического университета им. М.Т. Калаш-
никова, e-mail: ponva@mail.ru; 
Пономарев А.В., к.э.н., доцент Ижевского государственного технического университета им. М.Т. Калаш-
никова, e-mail: palexizh@gmail.com; 
Пономарева Н.В., к.т.н., доцент Севастопольского государственного университета, e-mail: yolkanv@gmail.com 

CROSSED COMPLEX-CONJUCATED SYMMETRY COEFFICIENTS OF THE TWO-
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In many areas of scientific research, the methods and algorithms of digital Fourier processing have applications in solving a wide 
range of practical problems. The methods and algorithms of this group for processing complex and real discrete finite signals are 
based on one-dimensional, two-dimensional (generally multidimensional) discrete Fourier transform. The practice of applying the 
methods of digital Fourier processing of discrete finite signals based on discrete Fourier transforms has revealed both the ad-
vantages of these unitary transformations and their disadvantages, which manifest themselves in the form of a number of negative 
effects. These are, first of all, the picket fence effect, the aliasing effect and the leakage effect, as well as the scalloping effect. The 
paper considers two new discrete Fourier transforms that are a generalization of the classical discrete Fourier transforms: the para-
metric discrete Fourier transform (one-dimensional case) (DFT-P) and the discrete two-dimensional Fourier transform with variable 
parameters (two-dimensional case) (2D DFT-IP). These Fourier transforms, which are a development of the classical discrete Fou-
rier transforms, make it possible to eliminate or significantly weaken the influence of the negative effects inherent in standard dis-
crete Fourier transforms. Due to the wide distribution of real signals, in order to develop effective and efficient methods for the Fou-
rier processing of this class of signals in new bases, the properties of the complex conjugate symmetry of the DFT-P and 2D DFT-IP 
coefficients are considered in the work. The concept of cross complex-conjugate symmetry of 2D DFT-WT coefficients of real sig-
nals is introduced. The properties of the cross complex conjugate symmetry of the 2D DFT-WT coefficients of real signals are con-
firmed by the results of mathematical modeling. Methods and algorithms for fast calculation of the discrete Fourier transform with 
variable parameters of real signals for various combinations of variable parameters have been developed.  
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Введение  

Методы и алгоритмы цифровой Фурье-об-
работки, основанные на дискретном преобра-
зовании Фурье (ДПФ), имеют самое широкое 
приложение при решении большого круга 
практических задач во многих областях науч-
ных исследований [1-38]. В научно-квалифика-
ционной работе одного из авторов [38] введе-
но и исследовано параметрическое дискретное 
преобразование (ДПФ-П).  

ДПФ-П является обобщением и развитием 
классического ДПФ и в матричной форме опи-
сывается следующим соотношением: 
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где   T
N Nxxx )1((),...,1(),0( X  – представление 

дискретного сигнала ),(nx  ,1,0  Nn  в виде вектора 
N -мерного линейного пространства; T  – символ 
транспонирования; 

  T
NNNN NSSS )1(),...,1(),0( ,,,,  S  – вектор ко-

эффициентов разложения NX  по системе параметри-
ческих дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ – 
П), задаваемой матрицей ,NF : 
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При значении параметра   равного нулю ДПФ-П 
тождественен ДПФ.  

Как известно одномерные финитные дискретные 

сигналы (1D ФД сигналы) ),(nx  ,1,0  Nn  делятся на 
два больших класса: класс действительных 1D ФД сиг-
налов и класс комплексных 1D ФД сигналов1. 

Практика вычисления ДПФ действительных 1D ФД 
сигналов выявила свойство комплексно-сопряженной 
симметрии коэффициентов Фурье этого класса сигналов: 

),()( * kNSkS NN   12,1  Nk .  (4) 
Известен метод [10] применения комплексно-

сопряженной симметрии коэффициентов Фурье дей-
ствительных 1D ФД сигналов, для сокращения при-
мерно в два раза вычислительных затрат и затрат па-
мяти. Метод заключается в следующем: из четных и 
нечетных отсчетов действительного 1D ФД сигнала 
формируется комплексный 1D ФД сигнал, ДПФ которо-
го позволяет найти (за счет симметрии спектра дей-
ствительного 1D ФД сигнала) спектр действительного 
1D ФД сигнала на положительных частотах. 

Перекрестная комплексно-сопряженная  
симметрия коэффициентов Фурье  
параметрического дискретного преобразования 
Фурье действительных сигналов 

Комплексно-сопряженная симметрия коэффициен-
тов Фурье ДПФ-П, т. е значений вектора ,NS  (1), дей-

ствительных ,NX  также подробно исследована в ра-
боте [38]. Доказано, что при значении параметра 

2/1  элементы вектора ,NS  действительных 1D 

                                                   
 
 
1 Отметим, что ДПФ и алгоритмы быстрого их вычисления – алго-
ритмы БПФ ориентированы на комплексные 1D ФД сигналы, в то 
время как многие 1D ФД сигналы являются принципиально действи-
тельными 1D ФД сигналами. 

ФД сигналов обладают важным свойством, названое 
автором ДПФ-П свойством перекрестной комплексно-
соп-ряженной симметрии:  

)1),1((),( *   kNSkS NN ; 

)),1(()1,( *  kNSkS NN  ; 12,0  Nk .  (5) 

Это свойство элементов вектора ,NS  при четных 

N  иллюстрируется для некоторого случайного сигнала 

),(nx  7,0n  рис. 1.  

 
Рис. 1. Перекрестная комплексно-сопряженная симметрия 

коэффициентов ДПФ-П действительных 1D сигналов  
при 2/1  

Свойство перекрестной комплексно-сопряженной 
симметрии элементов вектора ,NS  действительных 

1D сигналов позволяет при четных ,N  2/1  вычис-

лив ,NS  действительного вектора ,NХ  найти одно-

временно два спектра: ,NS  и 1,NS :  

– на положительных частотах вектора ,NS  – спектр 

ДПФ-П ,NS  при значении параметра ,  на частотах: 

12,0  Nk ; 

– на отрицательных частотах вектора ,NS  – спектр 

ДПФ-П 1,NS  при значении параметра 1  на часто-

тах: 12,0  Nk . 

Исследования аналитических свойств ДПФ-П пока-
зали, что при четных ,N  ,2/1  все коэффициенты 
ДПФ-П действительных 1D сигналов обладают свой-
ством комплексно-сопряженной симметрии: 

)2/1),1(()2/1,( * kNSkS NN  ; 12,0  Nk . (6) 

В работе [38] на основе свойства (6) предложен ме-
тод и алгоритм вычисления ДПФ-П, который позволяет 
сократить вычислительные затраты и затраты памяти в 
два раза.  

Алгоритм ДПФ-П на основе комплексно-сопряжен-
ной симметрии коэффициентов ДПФ-П при четных ,N  

,2/1  состоит из следующих этапов: 
– формируется комплексный вектор ),0([2/ yN Y  

TNyy )]12/(),...,1(   из действительного вектора 

  T
N Nxxx )1((),...,1(),0( X  (1). Элементы вектора 

2/NY  формируются из элементов вектора NX  соглас-
но соотношениям: 
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 )2/()()( Nnjxnxny  ; (7) 
или 

 )2/()()( Nnjxnxny  ; (8) 

– выполняется ДПФ-П (1) вектора 2/NY  при значении 
параметра ,4/3  если формирование элементов век-
тора 2/NY  проводилось согласно соотношению (7), или 

выполняется ДПФ-П (1) вектора 2/NY  при значении па-
раметра ,4/1  если формирование элементов вектора 

2/NY  проводилось согласно соотношению (8); 

– из вектора 2/NY  формируется вектор NY  на по-
ложительных частотах согласно соотношениям (6, 7) 
или (6, 8). 

По мере развития науки и техники, совершенствова-
ния методов цифровых информационных технологий, 
расширения спектра их приложений происходит пере-
ход от одномерных к двумерным методам Фурье-
обработки. Как известно, основой двумерных методов 
Фурье-обработки является двумерное дискретное пре-
образовании Фурье (2D ДПФ) [1]. В работе [19] в цифро-
вую обработку сигналов (ЦОС) введено новое преобра-
зование Фурье, названное автором двумерным дис-
кретным преобразованием Фурье с варьируемыми па-
раметрами (2D ДПФ-ВП).  
Дискретное преобразование Фурье  
с варьируемыми параметрами 

2D ДПФ-ВП может рассматриваться с трех точек 
зрения. С одной стороны, как обобщение ДПФ-П на 
двумерный случай обработки ФД сигналов. С другой 
стороны, 2D ДПФ-ВП можно рассматривать также и как 
обобщение стандартного 2D ДПФ, поскольку 2D ДПФ-
ВП при нулевых значениях параметров тождественно 
2D ДПФ. И наконец, ДПФ-П можно рассматривать и как 
частный случай 2D ДПФ-ВП. Действительно, при отсут-

ствии второй пространственной переменной и второго 
параметра в 2D ДПФ-ВП, это преобразование может 
рассматриваться как одномерное ДПФ с варьируемым 
параметром – 1D ДПФ-ВП. 

Матричная форма 2D ДПФ-ВП задается следующими 
соотношениями: 
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21 NN X  – двумерный сигнал: 
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NN F  – матрица двумерных дискретных экспо-

ненциальных функций с варьируемыми параметрами: 
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21

2121

,
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kk
NN W  – двумерные дискретные экспоненци-

альные функции с варьируемыми параметрами (2D 
ДЭФ-ВП): 
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NN S  – матрица коэффициентов разложения двумерного сигнала 

21 NN X  по системе 2D ДЭФ-ВП, задава-

емых матрицей 21
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Цель работы: исследование перекрестной ком-
плексно-сопряженной симметрии коэффициентов дву-
мерного дискретного преобразования Фурье c варьиру-
емыми параметрами действительных сигналов, разра-
ботка для действительных сигналов быстрых методов и 
алгоритмов вычисления данного унитарного дискретно-
го преобразования. 

Комплексно-сопряженная симметрия 
коэффициентов двумерного дискретного 
преобразования Фурье 

Практика вычисления 2D ДПФ финитных действи-
тельных 2D сигналов выявила при нулевых значениях 
параметров 1  и 2  свойство комплексно-сопряженной 

симметрии значений элементов матрицы 21
2121

,
,,

kk
NN S  

(14), являющимися коэффициентами разложения дей-
ствительного двумерного сигнала 

21 NN X  по системе 2D 

ДЭФ, задаваемой матрицей 21

2112

,
,,

kk
NN F  (11) при нуле-

вых значениях параметров 1  и 2 .  

Если изобразить комплексно-сопряженную симмет-
рию комплексных чисел условно в виде стрелок, то ком-
плексно-сопряженная симметрия коэффициентов 2D 
ДПФ действительного двумерного сигнала );,( 21 nnx  

;1,0 11  Nn  1,0 22  Nn  может быть в общем виде 
проиллюстрирована рис. 2. 

 
Рис. 2.  Комплексно-сопряженная симметрия коэффициентов 

двумерного дискретного преобразования Фурье  
действительного двумерного сигнала 

Перекрестная комплексно-сопряженная симметрия 
коэффициентов двумерного дискретного 
преобразования Фурье с варьируемыми 
параметрами действительного сигнала 

Пусть задан 2D действительный сигнал ,
21 NN X  (10) 

2D ДПФ-ВП которого определим согласно соотношению 
(9) при следующих значениях параметров ,/1 11 r  

;/)1(...,,/2 111 rrr  ;/)1(...,,/2,/1 22222 rrrr   

,...4,31 r ; ,...4,32 r . Матрица сочетаний параметров 

2D ДПФ-ВП 2D сигнала 
21 NN X    имеет вид: 
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Несложно видеть, что при выборе для значений 1r  и 

2r  четных чисел, на 2/1r  и 2/2r  шагах изменений па-

раметров 1  и 2  параметры достигнут значений 

2/11   и 2/12  .  

Для 2D действительного сигнала 
21 NN X  матрица 

(14) при значениях параметров 2/11   и 2/12   

примет следующий вид: 


21

21

,
2/1,2/1,

kk
NNS   (16) 

.

.

.
.....

.

.
)1()2(.10

)1(
)2(

.
1
0

2

)0,0(*
2/1,2/1,

*
2/1,2/!,

)1(,0(*
2/1,2/1,

)1(,0(*
2/1,2/1,

)0,1(*
2/1,2/1,

)1,0(*
2/1,2/1,

))1,1(*
2/1,2/1,

))1(,1(*
2/1,2/1,

))1(,1(
2/1,2/1,

))2(,1(
2/1,2/1,

)1,1(
2/1/,1,

)0,1(
2/1,2/1,

))1(,0(
2/1,2/1,

))2(,0(
2/1,2/1,

)1,0(
2/1,2/1,

)0,0(
2/1,2/1,

22

1

1

1

2121
2

21

2

21

2121
2
21

2
21

2
21

2
212121

2

21

2

212121

k

SSSS

SSSS

SSSS

SSSS
NN

k
N
N

NNNN
N

NN
N

NN

NNNN
N
NN

N
NN

N
NN

N
NNNNNN

N
NN

N
NNNNNN
























































  

Метод сокращения вычислительных затрат и затрат 
памяти при вычислении 2D ДПФ-ВП финитных действи-
тельных сигналов при значениях параметров 2/11   и 

,2/12   будет рассмотрен позднее. 

Метод быстрого вычисления двумерного 
дискретного преобразования Фурье  
c варьируемыми параметрами действительных 
сигналов при значении параметров 2/11    
и 2/12   

Из матрицы сочетаний параметров 2D ДПФ-ВП (15) 
непосредственно следует, что число преобразований 2D 
ДПФ-ВП при выборе 1r  и 2r  в виде четных чисел, равно 

],1)1()1[( 211  rrm  а при выборе 1r  и 2r  в виде 

нечетных чисел, равно )]1()1[( 212  rrm .  

Системный анализ структуры матрицы 2D ДПФ-ВП 
2D сигнала 

21 NN X  для сочетаний параметров 1  и ,2  

описываемой матрицей (15), с учетом значений 1m  и 

,2m  показал, что перекрестная комплексно-сопряженная 
симметрия коэффициентов двумерного дискретного 
преобразования Фурье с варьируемыми параметрами в 
общем виде может быть описана  при значении пара-
метров 2/11   и 2/12   следующим соотношением:  


21

2121

,
,,

kk
NN S )1(),1*(

)1),(1,(
2211

2121

kNkN
NN


 S . (17) 

Справедливость соотношения (17) проиллюстрируем 
результатами математического моделирования.  

Пусть задан 2D действительный сигнал 88X (табл. 1). 
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Табл. 1. действительный сигнал 88X  

2,021 0,502 -1,998 0,272 0,337 0,138 -1,611 -1,007 
1,254 0,786 1,121 0,828 -0,555 -0,569 0,588 0,049 
1,405 1,178 -1,114 0,247 -0,817 -1,267 -1,805 -0,702 
0,100 -0,067 -0,913 1,627 -0,676 -1,237 0,106 -0,372 
1,669 0,192 2,072 -0,312 0,253 -1,055 0,636 0,273 
1,727 -1,884 0,769 -2,643 -0,943 -0,916 2,471 1,857 
1,130 -1,917 0,410 -0,040 0,692 0,327 -1,926 -0,318 
2,261 -1,380 -0,041 -0,672 -2,276 -0,656 0,832 -0,774 

Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )4/1,4/1( 21   (табл. 2). 

Табл. 2. 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X , )4/1,4/1( 21    

0,008 
+0,007i 

0,003 
-0,013i 

0,017 
-0,003i 

0,009 
-0,011i 

0,003 
-0,014i 

0,006 
-0,007i 

0,004 
-0,002i 

0,009 
-0,009i 

0,004 
+0,003i 

0,000 
+0,009i 

0,000 
-0,003i 

-0,002 
+0,002i 

0,01 
+0,011i 

0,006 
-0,01i 

0,007 
-0,005i 

0,007 
-0,01i 

-0,004 
-0,004i 

-0,005 
-0,008i 

0,004 
+0,004i 

0,006 
-0,003i 

-0,005 
-0,007i 

0,007 
+0,000i 

0,012 
+0,004i 

0,002 
+0,003i 

-0,011 
+0,005i 

0,011 
+0,008i 

0,005 
+0,000i 

0,000 
-0,001i 

0,001 
+0,003i 

0,006 
+0,004i 

0,002 
+0,006i 

0,003 
-0,003i 

0,001 
+0,002i 

-0,004 
+0,012i 

-0,003 
-0,011i 

0,005 
-0,002i 

0,001 
+0,006i 

-0,003 
+0,008i 

0,005 
-0,009i 

0,016 
+0,003i 

-0,002 
+0,008i 

-0,008 
+0,002i 

0,003 
-0,007i 

0,002 
-0,002i 

-0,006 
+0,006i 

0,001 
+0,005i 

0,008 
-0,01i 

-0,009 
+0,005i 

0,004 
-0,006i 

0,005 
+0,003i 

0,002 
+0,000i 

-0,005 
+0,012i 

0,005 
+0,001i 

-0,001 
+0,001i 

0,001 
+0,006i 

-0,003 
+0,000i 

0,003 
+0,006i 

0,000 
+0,000i 

0,001 
-0,004i 

-0,002 
-0,014i 

-0,014 
+0,004i 

-0,007 
+0,008i 

0,007 
-0,004i 

0,001 
+0,014i 

Находим 2D ДПФ-ВП 2D действительного сигнала 88X  при )4/3,4/3( 21   (табл. 3). 

Табл. 3. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )4/3,4/3( 21    

0,001 
-0,014i 

0,007 
+0,004i 

-0,007 
-0,008i 

-0,014 
-0,004i 

-0,002 
+0,014i 

0,001 
+0,004i 

0,000 
+0,000i 

0,003 
-0,006i 

-0,003 
+0,000i 

0,001 
-0,006i 

-0,001 
-0,001i 

0,005 
-0,001i 

-0,005 
-0,012i 

0,002 
+0,000i 

0,005 
-0,003i 

0,004 
+0,006i 

-0,009 
-0,005i 

0,008 
+0,010i 

0,001 
-0,005i 

-0,006 
-0,006i 

0,002 
+0,002i 

0,003 
+0,007i 

-0,008 
-0,002i 

-0,002 
-0,008i 

0,016 
-0,003i 

0,005 
+0,009i 

-0,003 
-0,008i 

0,001 
-0,006i 

0,005 
+0,002i 

-0,003 
+0,011i 

-0,004 
-0,012i 

0,001 
-0,002i 

0,003 
+0,003i 

0,002 
-0,006i 

0,006 
-0,004i 

0,001 
-0,003i 

0,000 
+0,001i 

0,005 
+0,000i 

0,011 
-0,008i 

-0,011 
-0,005i 

0,002 
-0,003i 

0,012 
-0,004i 

0,007 
+0,000i 

-0,005 
+0,007i 

0,006 
+0,003i 

0,004 
-0,004i 

-0,005 
+0,008i 

-0,004 
+0,004i 

0,007 
+0,010i 

0,007 
+0,005i 

0,006 
+0,010i 

0,010 
-0,011i 

-0,002 
-0,002i 

0,000 
+0,003i 

0,000 
-0,009i 

0,004 
-0,003i 

0,009 
+0,009i 

0,004 
+0,002i 

0,006 
+0,007i 

0,003 
+0,014i 

0,009 
+0,011i 

0,017 
+0,003i 

0,003 
+0,013i 

0,008 
-0,007i 

Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )4/1,2/1( 21   (табл. 4). 

Табл. 4. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )4/1,2/1( 21    

0,018 
+0,003i 

0,000 
-0,005i 

0,017 
-0,009i 

0,01 
-0,011i 

0,000 
-0,01i 

0,004 
-0,009i 

0,007 
-0,002i 

0,004 
-0,01i 

0,005 
-0,004i 

0,009 
+0,006i 

0,000 
+0,000i 

-0,001 
+0,006i 

0,016 
+0,008i 

0,002 
-0,004i 

0,004 
-0,004i 

-0,001 
-0,012i 

0,000 
+0,001i 

-0,009 
+0,000i 

0,005 
+0,002i 

0,004 
-0,005i 

-0,009 
+0,000i 

0,002 
-0,003i 

0,012 
-0,006i 

0,009 
+0,000i 

-0,008 
+0,013i 

0,01 
+0,003i 

0,005 
+0,000i 

-0,002 
+0,001i 

0,000 
+0,004i 

0,005 
+0,001i 

0,005 
+0,005i 

0,001 
-0,004i 

0,004 
-0,002i 

0,009 
+0,013i 

-0,009 
-0,001i 

0,000 
-0,004i 

0,003 
+0,003i 

0,004 
+0,013i 

-0,005 
-0,003i 

0,012 
-0,009i 

0,004 
+0,006i 

-0,003 
+0,01i 

-0,005 
-0,005i 

-0,002 
-0,006i 

-0,002 
+0,007i 

0,003 
+0,006i 

-0,001 
-0,015i 

-0,005 
+0,005i 

-0,004 
-0,005i 

0,003 
-0,001i 

-0,001 
-0,003i 

0,003 
+0,012i 

0,004 
+0,000i 

-0,001 
+0,002i 

0,004 
+0,005i 

-0,002 
+0,006i 

0,007 
+0,004i 

0,003 
+0,002i 

0,002 
-0,003i 

-0,01 
-0,013i 

-0,011 
+0,007i 

-0,005 
+0,012i 

-0,004 
-0,008i 

0,007 
+0,008i 
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Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )4/3,2/1( 21   (табл. 5). 

Табл. 5. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )4/3,2/1( 21    

0,007 
-0,008i 

-0,004 
+0,008i 

-0,005 
-0,012i 

-0,011 
-0,007i 

-0,01 
+0,013i 

0,002 
+0,003i 

0,003 
-0,002i 

0,007 
-0,004i 

-0,002 
-0,006i 

0,004 
-0,005i 

-0,001 
-0,002i 

0,004 
+0,000i 

0,003 
-0,012i 

-0,001 
+0,003i 

0,003 
+0,001i 

-0,004 
+0,005i 

-0,005 
-0,005i 

-0,001 
+0,015i 

0,003 
-0,006i 

-0,002 
-0,007i 

-0,002 
+0,006i 

-0,005 
+0,005i 

-0,003 
-0,01i 

0,004 
-0,006i 

0,012 
+0,009i 

-0,005 
+0,003i 

0,004 
-0,013i 

0,003 
-0,003i 

0,000 
+0,004i 

-0,009 
+0,001i 

0,009 
-0,013i 

0,004 
+0,002i 

0,001 
+0,004i 

0,005 
-0,005i 

0,005 
-0,001i 

0,000 
-0,004i 

-0,002 
-0,001i 

0,005 
+0,000i 

0,01 
-0,003i 

-0,008 
-0,013i 

0,009 
+0,000i 

0,012 
+0,006i 

0,002 
+0,003i 

-0,009 
+0,000i 

0,004 
+0,005i 

0,005 
-0,002i 

-0,009 
+0,000i 

0,000 
-0,001i 

-0,001 
+0,012i 

0,004 
+0,004i 

0,002 
+0,004i 

0,016 
-0,008i 

-0,001 
-0,006i 

0,000 
+0,000i 

0,009 
-0,006i 

0,005 
+0,004i 

0,004 
+0,01i 

0,007 
+0,002i 

0,004 
+0,009i 

0,000 
+0,01i 

0,01 
+0,011i 

0,017 
+0,009i 

0,000 
+0,005i 

0,018 
-0,003i 

Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )2/1,4/1( 21   (табл. 6). 

Табл. 6. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )2/14/1( 21    
0,009 

+0,001i 
-0,008 
-0,011i 

0,012 
-0,013i 

-0,001 
-0,014i 

-0,013 
-0,008i 

0,000 
-0,001i 

0,004 
-0,001i 

0,003 
-0,003i 

0,008 
-0,001i 

0,005 
+0,005i 

0,001 
-0,003i 

0,001 
+0,002i 

0,012 
+0,000i 

-0,005 
-0,008i 

0,002 
-0,005i 

-0,002 
-0,01i 

-0,004 
-0,002i 

-0,013 
-0,001i 

0,009 
+0,000i 

0,003 
-0,006i 

-0,009 
-0,002i 

0,002 
-0,006i 

0,013 
-0,004i 

0,003 
+0,002i 

-0,006 
+0,011i 

0,009 
-0,006i 

0,011 
-0,001i 

0,000 
-0,001i 

0,000 
-0,001i 

0,006 
-0,004i 

0,011 
+0,007i 

-0,001 
-0,002i 

-0,002 
+0,003i 

0,007 
+0,009i 

-0,004 
-0,003i 

0,004 
-0,005i 

0,003 
+0,001i 

0,004 
+0,007i 

0,003 
-0,003i 

0,014 
-0,011i 

0,002 
+0,011i 

-0,004 
+0,01i 

-0,002 
-0,006i 

0,003 
-0,006i 

-0,001 
+0,009i 

0,006 
+0,005i 

0,001 
-0,011i 

0,000 
+0,008i 

-0,005 
-0,004i 

0,005 
+0,003i 

0,003 
+0,001i 

0,01 
+0,013i 

0,006 
-0,003i 

0,001 
+0,002i 

0,006 
+0,005i 

-0,003 
+0,003i 

0,001 
+0,003i 

0,002 
+0,004i 

-0,002 
+0,000i 

-0,007 
-0,002i 

-0,006 
+0,015i 

0,001 
+0,016i 

0,005 
-0,003i 

0,011 
+0,016i 

Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )2/1,4/3( 21   (табл. 7). 

Табл. 7. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )2/14/3( 21    

0,011 
-0,016i 

0,005 
+0,003i 

0,001 
-0,016i 

-0,006 
-0,015i 

-0,007 
+0,002i 

-0,002 
+0,000i 

0,002 
-0,004i 

0,001 
-0,003i 

-0,003 
-0,003i 

0,006 
-0,005i 

0,001 
-0,002i 

0,006 
+0,003i 

0,010 
-0,013i 

0,003 
-0,001i 

0,005 
-0,003i 

-0,005 
+0,004i 

0,000 
-0,008i 

0,001 
+0,011i 

0,006 
-0,005i 

-0,001 
-0,009i 

0,003 
+0,006i 

-0,002 
+0,006i 

-0,004 
-0,010i 

0,002 
-0,011i 

0,014 
+0,011i 

0,003 
+0,003i 

0,004 
-0,007i 

0,003 
-0,001i 

0,004 
+0,005i 

-0,004 
+0,003i 

0,007 
-0,009i 

-0,002 
-0,003i 

-0,001 
+0,002i 

0,011 
-0,007i 

0,006 
+0,004i 

0,000 
+0,001i 

0,000 
+0,001i 

0,011 
+0,001i 

0,009 
+0,006i 

-0,006 
-0,011i 

0,003 
-0,002i 

0,013 
+0,004i 

0,002 
+0,006i 

-0,009 
+0,002i 

0,003 
+0,006i 

0,009 
+0,000i 

-0,013 
+0,001i 

-0,004 
+0,002i 

-0,002 
+0,010i 

0,002 
+0,005i 

-0,005 
+0,008i 

0,012 
+0,000i 

0,001 
-0,002i 

0,001 
+0,003i 

0,005 
-0,005i 

0,008 
+0,001i 

0,003 
+0,003i 

0,004 
+0,001i 

0,000 
+0,001i 

-0,013 
+0,008i 

-0,001 
+0,014i 

0,012 
+0,013i 

-0,008 
+0,011i 

0,009 
-0,001i 
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Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )4/1,4/3( 21   (табл. 8). 

Табл. 8. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )4/14/3( 21    

0,020 
-0,008i 

0,005 
+0,002i 

0,014 
-0,012i 

0,010 
-0,013i 

0,002 
-0,006i 

0,002 
-0,007i 

0,009 
-0,003i 

-0,001 
-0,006i 

-0,002 
-0,005i 

0,010 
-0,002i 

0,001 
+0,001i 

0,001 
+0,009i 

0,019 
+0,000i 

0,005 
+0,000i 

0,006 
-0,001i 

-0,007 
-0,004i 

0,005 
-0,002i 

-0,004 
+0,006i 

0,006 
+0,001i 

0,004 
-0,006i 

-0,004 
+0,008i 

-0,002 
+0,002i 

0,003 
-0,010i 

0,008 
-0,008i 

0,000 
+0,017i 

0,007 
+0,001i 

0,004 
-0,001i 

-0,001 
+0,003i 

0,001 
+0,005i 

0,002 
+0,000i 

0,007 
+0,001i 

-0,002 
-0,004i 

-0,002 
-0,005i 

0,017 
+0,001i 

-0,003 
+0,007i 

-0,004 
+0,000i 

0,001 
+0,000i 

0,013 
+0,009i 

-0,004 
+0,008i 

0,001 
-0,010i 

0,004 
-0,001i 

0,006 
+0,009i 

-0,005 
+0,002i 

-0,008 
-0,004i 

0,000 
+0,005i 

0,008 
+0,004i 

-0,011 
-0,011i 

-0,005 
+0,003i 

-0,006 
+0,003i 

-0,001 
-0,001i 

-0,007 
-0,002i 

0,007 
+0,007i 

0,003 
-0,001i 

-0,001 
+0,003i 

0,006 
+0,001i 

0,005 
+0,007i 

0,007 
-0,001i 

0,006 
-0,001i 

0,004 
-0,004i 

-0,015 
-0,007i 

-0,008 
+0,007i 

0,002 
+0,013i 

-0,013 
+0,000i 

0,004 
+0,002i 

Находим 2D ДПФ-ВП действительного сигнала 88X  при )4/3,4/1( 21   (табл. 9). 

Табл. 9. 2D ДПФ-ВП действительного сигнал 88X , )4/34/1( 21    

0,004 
-0,002i 

-0,013 
+0,000i 

0,002 
-0,013i 

-0,008 
-0,007i 

-0,015 
+0,007i 

0,004 
+0,004i 

0,006 
+0,001i 

0,007 
+0,001i 

0,005 
-0,007i 

0,006 
-0,001i 

-0,001 
-0,003i 

0,003 
+0,001i 

0,007 
-0,007i 

-0,007 
+0,002i 

-0,001 
+0,001i 

-0,006 
-0,003i 

-0,005 
-0,003i 

-0,011 
+0,011i 

0,008 
-0,004i 

0,000 
-0,005i 

-0,008 
+0,004i 

-0,005 
-0,002i 

0,006 
-0,009i 

0,004 
+0,001i 

0,001 
+0,01i 

-0,004 
-0,008i 

0,013 
-0,009i 

0,001 
+0,000i 

-0,004 
+0,000i 

-0,003 
-0,007i 

0,017 
-0,001i 

-0,002 
+0,005i 

-0,002 
+0,004i 

0,007 
-0,001i 

0,002 
+0,000i 

0,001 
-0,005i 

-0,001 
-0,003i 

0,004 
+0,001i 

0,007 
-0,001i 

0,000 
-0,017i 

0,008 
+0,008i 

0,003 
+0,01i 

-0,002 
-0,002i 

-0,004 
-0,008i 

0,004 
+0,006i 

0,006 
-0,001i 

-0,004 
-0,006i 

0,005 
+0,002i 

-0,007 
+0,004i 

0,006 
+0,001i 

0,005 
+0,000i 

0,019 
+0,000i 

0,001 
-0,009i 

0,001 
-0,001i 

0,01 
+0,002i 

-0,002 
+0,005i 

-0,001 
+0,006i 

0,009 
+0,003i 

0,002 
+0,007i 

0,002 
+0,006i 

0,01 
+0,013i 

0,014 
+0,012i 

0,005 
-0,002i 

0,02 
+0,008i 

        

Анализ результатов математического моделирова-
ния путем сравнения табл. 2 с табл. 3, табл. 4 с табл. 5, 
табл. 6 с табл. 7, табл. 8 с табл. 9 подтвердили спра-
ведливость соотношения (17).  

Справедливость соотношения (17), т.е. доказанность 
свойства перекрестной комплексно-сопряженной сим-
метрии коэффициентов двумерного дискретного преоб-
разования Фурье с варьируемыми параметрами для 2D 
действительных сигналов, позволяет сократить вычис-
лительные затраты и затраты памяти в два раза. Этот 
вывод следует из того, что вычислять коэффициенты 

2D ДПФ-ВП 21

2121

,
)1(),1(,

kk
NN  S  не имеет смысла, посколь-

ку они не несут новой информации. Коэффициенты 
21

2121

,
)1(),1(,

kk
NN  S  могут быть получены из коэффициен-

тов 2D ДПФ-ВП 21

2121

,
,,

kk
NN S  путем соответствующего 

комплексного сопряжения последних. 
Рассмотрим метод сокращения вычислительных за-

трат и затрат памяти при вычислении 2D ДПФ-ВП 2D 
действительных сигналов при 2/11   и 2/12  . 

Метод быстрого вычисления двумерного 
дискретного преобразования Фурье  
c варьируемыми параметрами действительных 
сигналов при значении параметров 2/11    
и 2/12   

2D ДПФ-ВП 21
21

,
2/1,2/1,

kk
NN S  (16) действительного сигна-

ла 88X , (табл. 1), приведено в табл.10. 
Воспользовавшись обозначением комплексно-сопря-

женной симметрии комплексных чисел (рис. 2), ком-
плексно-сопряженную симметрию коэффициентов 2D 

ДПФ-ВП 21
21

,
2/1,2/1,

kk
NN S  действительного сигнала ,

21 NN X  

можно изобразить в следующем виде. 
Идея метода быстрого вычисления 2D ДПФ-ВП дей-

ствительных сигналов 
21 NN X  при значениях парамет-

ров 2/11   и 2/12   основана на анализе структуры 

матрицы 21
21

,
2/1,2/1,

kk
NN S  и использовании того, что при 

представлении действительного сигнала 
21 NN X  в комп- 
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Табл. 10. 2D ДПФ-ВП 21
21

,
2/1,2/1,

kk
NN S  действительного сигнала 88X  

0,014 
-0,006i 

-0,006 
+0,000i 

0,006 
-0,017i 

-0,002 
-0,015i 

-0,012 
-0,002i 

-0,002 
-0,002i 

0,004 
-0,004i 

0,003 
-0,004i 

0,003 
-0,006i 

0,009 
-0,001i 

0,002 
-0,002i 

0,004 
+0,003i 

0,014 
-0,006i 

-0,003 
-0,001i 

0,002 
-0,002i 

-0,008 
-0,005i 

0,001 
-0,003i 

-0,009 
+0,009i 

0,007 
-0,003i 

0,002 
-0,007i 

-0,005 
+0,005i 

-0,004 
-0,002i 

0,006 
-0,013i 

0,007 
-0,005i 

0,004 
+0,016i 

0,002 
-0,003i 

0,009 
-0,006i 

0,002 
+0,000i 

0,000 
+0,003i 

-0,001 
-0,005i 

0,013 
-0,003i 

0,000 
-0,001i 

0,000 
+0,001i 

0,013 
+0,003i 

-0,001 
+0,005i 

0,000 
-0,003i 

0,002 
-0,000i 

0,009 
+0,006i 

0,002 
+0,003i 

0,004 
-0,016i 

0,007 
+0,005i 

0,006 
+0,013i 

-0,004 
+0,002i 

-0,005 
-0,005i 

0,002 
+0,007i 

0,007 
+0,003i 

-0,009 
-0,009i 

0,001 
+0,003i 

-0,008 
+0,005i 

0,002 
+0,002i 

-0,003 
+0,001i 

0,014 
+0,006i 

0,004 
-0,003i 

0,002 
+0,002i 

0,009 
+0,001i 

0,003 
+0,006i 

0,003 
+0,004i 

0,004 
+0,004i 

-0,002 
+0,002i 

-0,012 
+0,002i 

-0,002 
+0,015i 

0,006 
+0,017i 

-0,006 
+0,000i 

0,014 
+0,006i 

 
комплексной форме мнимая часть равна нулю. Структу-

ра матрицы 21
21

,
2/1,2/1,

kk
NN S  действительного сигнала 

21 NN X  такова, что если известны значения элементов 

блоков A  и ,B  то элементы блоков C  и D  восстанав-
ливаются однозначно (табл. 10). Аналогичное утвержде-
ние справедливо и относительно блоков ,A C  и ,B D . 

 
Рис. 3.  Комплексно-сопряженная симметрия коэффициентов 

двумерного дискретного преобразования Фурье  
с варьируемыми параметрами 21

21

,
2/1,2/1,

kk
NN S  

Использование факта отсутствия мнимой части у 
элементов действительного сигнала 

21 NN X можно реа-

лизовать двумя способами: 
1) путем формирования комплексного сигнала 

,2/21 NN Y  (табл. 11) «сжимая» исходный сигнал 
21 NN X  

(10) по горизонтали согласно соотношению: 
)2/,(),(),( 2212121 Nnnjxnnxnny  ; (18) 

2) путем формирования комплексного сигнала 
,

21 2/ NN Z  (табл.12) «сжимая» исходный сигнал 
21 NN X  

(10) по вертикали согласно соотношению: 

),(),(),( 22/112121 nNnjxnnxnnz  . (19) 
Табл. 11. Комплексный сигнал 2/21 NN Y  

2,021- 
0,337i 

0,502- 
0,138i 

-1,998 
+1,611i 

0,272 
+1,007i 

1,254 
+0,555i 

0,786 
+0,569i 

1,121- 
0,588i 

0,828- 
0,049i 

1,405 
+0,817i 

1,178 
+1,267i 

-1,114 
+1,805i 

0,247 
+0,702i 

0,100 
+0,676i 

-0,067 
+1,237i 

-0,913- 
0,106i 

1,627 
+0,372i 

1,669- 
0,253i 

0,192 
+1,055i 

2,072- 
0,636i 

-0,312- 
0,273i 

1,727 
+0,943i 

-1,884 
+0,916i 

0,769- 
2,471i 

-2,643- 
1,857i 

1,130- 
0,692i 

-1,917- 
0,327i 

0,410 
+1,926i 

-0,040 
+0,318i 

2,261 
+2,276i 

-1,380 
+0,656i 

-0,041- 
0,832i 

-0,672 
+0,774i 

Результаты 2D ДПФ-ВП комплексного сигнала 

2/21 NN Y  при значении параметров 4/11   и 2/12   

и комплексного сигнала 
21 2/ NN Z  при значении парамет-

ров 2/11   и 4/12   и приведены в соответственно 

в табл. 13 и табл. 14.  
Анализируя табл. 13 и табл. 14 несложно установить, 

что информация, содержащаяся в них, позволяет одно-
значно восстановить табл. 10.  

Таким образом, предложен метод быстрого вычисле-
ния двумерного дискретного преобразования Фурье c 
варьируемыми параметрами действительных сигналов 
при значении параметров 2/11   и 2/12  . Метод 

позволяет сократить вычислительные затраты и затрат 
памяти в два раза. 

Табл. 12. Комплексный сигнал 
21 2/ NN Z  

2,021- 
1,669i 

0,502- 
0,192i 

-1,998- 
2,072i 

0,272 
+0,312i 

0,337- 
0,253i 

0,138 
+1,055i 

-1,611- 
0,636i 

-1,007- 
0,273i 

1,254- 
1,727i 

0,786 
+1,884i 

1,121- 
0,769i 

0,828 
+2,643i 

-0,555i- 
+0,943i 

-0,569 
+0,916i 

0,588- 
2,471i 

0,049- 
1,857i 

1,405- 
1,130i 

1,178 
+1,917i 

-1,114- 
0,410i 

0,247 
+0,040i 

-0,817 
+0,692 

-1,267- 
0,327i 

-1,805 
+1,926i 

-0,702 
+0,318i 

0,100- 
2,261i 

-0,067 
+1,380 

-0,913 
+0,041 

1,627 
+0,672 

-0,676 
+2,276i 

-1,237 
+0,656i 

0,106- 
0,832i 

-0,372 
+0,774 
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Табл. 13. 2D ДПФ-ВП комплексного сигнала 
21 2/ NN Z  при значении параметров 2/11   и 4/12   

0,014 
-0,006i 

0,006 
-0,017i 

-0,012 
-0,002i 

0,004 
-0,004i 

0,003 
-0,006i 

0,002 
-0,002i 

0,014 
-0,006i 

0,002 
-0,002i 

0,001 
-0,003i 

0,007 
-0,003i 

-0,005 
+0,005i 

0,006 
-0,013i 

0,004 
+0,016i 

0,009 
-0,006i 

0,000 
+0,003i 

0,013 
-0,003i 

0,000 
+0,001i 

-0,001 
+0,005i 

0,002 
+0,000i 

0,002 
+0,003i 

0,007 
+0,005i 

-0,004 
+0,002i 

0,002 
+0,007i 

-0,009 
-0,009i 

-0,008 
+0,005i 

-0,003 
+0,001i 

0,004 
-0,003i 

0,009 
+0,001i 

0,003 
+0,004i 

-0,002 
+0,002i 

-0,002 
+0,015i 

-0,006 
+0,000i 

Табл. 14. 2D ДПФ-ВП комплексного сигнала 2/21 NN Y  при значении параметров 4/11   и 2/12   

0,014- 
0,006i 

-0,006 
+0,000i 

0,006- 
0,017i 

-0,002- 
0,015i 

-0,012- 
0,002i 

-0,002- 
0,002i 

0,004- 
0,004i 

0,003- 
0,004i 

0,001- 
0,003i 

-0,009 
+0,009i 

0,007- 
0,003i 

0,002- 
0,007i 

-0,005 
+0,005i 

-0,004- 
0,002i 

0,006- 
0,013i 

0,007- 
0,005i 

0,000 
+0,001i 

0,013 
+0,003i 

-0,001 
+0,005i 

0,000- 
0,003i 

0,002 
+0,000i 

0,009 
+0,006i 

0,002 
+0,003i 

0,004- 
0,016i 

0,007 
+0,005i 

0,006 
+0,013i 

-0,004 
+0,002i 

-0,005- 
0,005i 

0,002 
+0,007i 

0,007 
+0,003i 

-0,009- 
0,009i 

0,001 
+0,003i 

Заключение 

1. Рассмотрено новое дискретное преобразование 
Фурье – дискретное преобразование Фурье с варьируе-
мыми параметрами, которое является обобщением 
стандартного двумерного ДПФ и имеет ряд преиму-
ществ перед последним. 

2. Выявлена и исследована перекрестная комплекс-
но-сопряженной симметрии коэффициентов двумерного 
дискретного преобразования Фурье с варьируемыми 
параметрами действительных сигналов.  

3. Свойства перекрестной комплексно-сопряженной 
симметрии коэффициентов двумерного дискретного 
преобразования Фурье с варьируемыми параметрами 
для действительных сигналов подтверждены результа-
тами математического моделирования. 

4. Разработаны методы и алгоритмы быстрого вы-
числения дискретного преобразования Фурье с варьи-
руемыми параметрами действительных сигналов при 
различных сочетаниях варьируемых параметров 
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