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Представлен алгоритм преобразования номера передаваемого 
сообщения в индексы модуляции, необходимые для формирования 
сигналов, принадлежащих к поверхностно-сферическим ансамблям 
сигналов (ПСАС). Описаны функциональные схемы модуляторов и 
оптимальных демодуляторов ПСАС. Отмечается, что процедура 
формирования ПСАС подобна процедуре формирования сверточно-
го кода, а процедура демодуляции подобна процедуре последова-
тельного декодированию сверточного кода с помощью алгоритма 
Витерби. Показано, что количество операций, необходимых для 
формирования сигналов ПСАС в модуляторах, и операций обработ-
ки этих сигналов в демодуляторах, растет линейно с увеличением 
длительности сигналов в ПСАС. Поэтому сложность технической 
реализации систем связи с ПСАС оказывается сопоставимой со 
сложностью реализации систем связи, в которых для повышения 
надежности приема сообщений применяются двумерные ансамбли 
сигналов, такие как QAM и APSK. Отмечается, что применение 
ПСАС позволяет создавать системы связи с высокой энергетичес-
кой и спектральной эффективностью. 
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Введение 

В [1] и [2] рассмотрены вопросы построения 
оптимальных многомерных поверхностно-сфер-
ических ансамблей сигналов (ПСАС). Примене-
ние таких ансамблей (АС), как показано К. Шен-
ноном, позволяет достичь установленных им 
пределов для энергетической и спектральной 
эффективностей (ЭЭ и СЭ) систем связи [3-5]. 
Системы связи, в которых для передачи сооб-
щений используются ПСАС, обеспечивают вы-
сокую надежность связи (малое значение веро-
ятности ошибки при передаче сообщений по 
каналу связи при минимальной мощности пере-
датчика), а также позволяют с максимально воз-
можной удельной скоростью (с максимальным 
количеством бит∕сек, приходящихся на единицу вы-
деленной полосы частот), передавать сообщения по 
каналу связи, для которого выделена полоса частот, 
равная F. Показатели ЭЭ и СЭ характеризуют качество 
созданной системы, показывая, насколько экономично в 
ней используется как энергетический, так и частотный 
ресурс. Внедрение систем связи с пониженной энерге-
тикой существенно облегчает обеспечение электромаг-
нитной совместимости разных систем связи, которые 
работают в одном регионе и в одном и том же частот-
ном канале, обслуживая разных пользователей. Приме-
нение таких систем повышает эффективность исполь-

зования весьма дефицитного частотного ресурса, за 
право на использование которого операторские компа-
нии платят государству миллиарды долларов.  

Целесообразно отметить, что, как следует из работ 
Шеннона [3, 4], при применении для передачи сообще-
ний ПСАС отпадает необходимость использования по-
мехоустойчивых кодов (ПК), которые в современных си-
стемах связи широко применяются для повышения 
надежности передачи сообщений. Применение ПК дик-
туется тем, что в этих системах для передачи символов, 
входящих в состав кодовых комбинаций (КК), использу-
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ются двумерные ансамбли сигналов (АС) с квадратур-
но-амплитудной (QAM – Quadrature Amplitude Modu-
lation) или амплитудно-фазовой (APSK – Amplitude and 
Phase Modulation) модуляцией. Такие АС, в отличие от 
ПСАС, не позволяют при их демодуляции обеспечить 
надежный прием КК и часть символов при демодуляции 
сигналов QAM или APSK оказывается принятой с ошиб-
кой. Исправление этих ошибок осуществляется с помо-
щью ПК. В [1] и [6] представлены оценки, показывающие, 
что снижение ЭЭ и СЭ систем связи с ПК по сравнению с 
системами связи, в которых для передачи сообщений 
применяются ПСАС, оказывается значительным.  

Шенноном [3] было показано, что многомерные сиг-
налы ( ),mS t  принадлежащие ПСАС, для наглядности 
целесообразно представлять сигнальными точками 
( )sCT  в N -мерном евклидовом пространстве. Здесь 

2 ( ),N int FT  где F  – полоса частот канала связи,  

T  – длительность сигналов ( ),mS t  ( )int x  – целая часть 
числа ,x  в дальнейшем нормированную длительность 
сигналов, равную ( )FT , будем считать целым числом. В 

ПСАС все sCT  лежат на поверхности N -мерной сферы 
единичного радиуса.    

Как показано в [1] и [6] одна из возможностей созда-
ния N -мерных сигналов ПСАС длительности T  явля-
ется формирование их из элементарных ортогональных 
сигналов (ЭОС), каждый из которых передается течение 
интервала времени, равного (2 / ).T T N  В течение 

интервала времени [( 1) , ],k T Tt T k k      (k = 1…FT) в 
канал связи передаются элементарные сигналы, вида 

 2 1, 0( ) 2 sin ( ( 1) )m
k m s sk TS t P x t k      и 2 , ( )k mS t   

0[ ( ],2 cos ( 1) )m
s ck TP x t k     за пределами которого 

они равны 0. Для того, чтобы упростить приводимые 
ниже формулы и не рассматривать энергетические по-
тери сигнала на трассе распространении радиоволн в 
канале связи, в этих формулах фигурирует запись сиг-
налов, поступающих на вход демодулятора, при этом 
обозначено sP  – средняя мощность сигнала, поступаю-
щего на его вход. Энергия таких сигналов равна, оче-
видно, 2 2( ) .([ ( )) ]m m

i s si ciE P FT x x  . Параметры m
six  и m

cix  
являются информационными и определяются переда-
ваемой цифровой последовательностью, поступающей 
на вход модулятора. Эта последовательность пред-
ставляет собой номер передаваемого сообщения. Сиг-
нал, поступающий на вход приемника по каналу связи 
за время T, может быть записан в виде 

  2 ,2 1 ,
1

( ) [ ( ) ( )]
FT

m k mk m
k

S t S t S t


  .  (1) 

В [1] и [6] дано описание процедуры построения 
ПСАС, предназначенного для передачи сообщений с 
заданным значением удельной скорости передачи со-
общений  fR  (бит∕сек∙Гц). Эта процедура представляет 
собой алгоритм определения евклидовых координат 

mCT  ПСАС таким образом, чтобы минимальное евкли-

дово расстояние между 1mCT  и 2 ,mCT  соответствую-

щими разным сигналам 1 ( )mS t  и 2 ( ),mS t  было бы равно 

величине 2
1 20[ ( ) ( ,)] ˆ( )T

m m m s mD S t S t dt FT d      

s  – отношение сигнал∕шум на входе демодулятора, 

1 1( ) 2sin(0,5 )ˆ
md      нормированное значение мини-

мального евклидового расстояния между сигналами 
ПСАС. Параметр 1  – один из основных параметров 
ПСАС, представляет собой минимально возможной уг-
ловое расстояние между близкими 1mCT  и 2mCT  для 

двух сигналов 1 ( )mS t  и 2 ( ),mS t  определяющий как вели-

чину 1 ,ˆ ( )md   так и удельную скорость передачи сооб-

щений ( fR  бит∕сек∙Гц), которую может обеспечить этот 
ансамбль сигналов (АС) [4].  

В [1] и [6] показано, что евклидовы координаты сиг-
налов ( )mS t  в ПСАС должны определяться следующими 

формулами: 
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В (2) обозначено: 0, 1,mR   1, 1, ,cosm mR    
2( 1)

2, 1, 2, 2( 1), ,
1

(cos cos ), ..., ( cos ),
i

m m m i m k m
k

R R





      

 
2

,2 1 ,
1

( cos )
i

k mi m
k

R 


   ,…,
2( 1)

2( 1), ,
1

( cos )
FT

FT m k m
k

R





   . В (2) 

,k m mk kI    – сферические координаты mCT , лежащей 

на поверхности N-мерной сферы, радиус которой ра- 
вен 1, а mkI  – индексы модуляции – целые числа, значе-
ния которых однозначно определяются номером пере-
даваемого сообщения. Номер сообщения представляет 
собой информационную цифровую последовательность, 
которая должна быть передана по каналу связи. Эта по-
следовательность на передаче преобразуется в последо-
вательность из N-1) целых чисел ( 1... 1),mk k NI    кото-
рые могут иметь как положительные, так и отрицатель-
ные значения [2], и передаваться по каналу связи с по-
мощью сигналов ( ).mS t   

Отметим, что параметры ,k m mk kI    – сфериче-

ские координаты ПСАС, при 1 2( 1)k FT    могут при-
нимать значения в интервале [-π∕2…π∕2], а параметр 

(2 1),FT m  – в интервале [0…2π]. В [1] и [6] показано, что 

величины k  определяются параметром 1  и значе-

ниями индексов модуляции mlI  при l k  и их можно 
вычислить по формулам:  

1 ( 1),2 [sin( / 2) / ]k k marcsin R     ,  (3) 

а индексы модуляции могут иметь любые целые значе-
ния в интервале ,k mk kK I K    где  

 1 ,/[arc ]cos ˆ( ) /2k m kk mK int d R  � .  (4) 
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Индексы mkI  определяют, как показано в [1] и [6], ев-

клидовы координаты mCT  на поверхности N -мерной 

сферы, которые с помощью сигналов ( )mS t  передаются 

по линии связи. При демодуляции сигналов ( )mS t  нахо-
дятся их индексы модуляции и их совокупность 

( 1... 1)mk k NI    с помощью определенного алгоритма 
преобразуется в номер принятого сообщения m  – в 
цифровую информационную последовательность, кото-
рая направляется пользователю системы связи. 

В данной статье рассмотрены вопросы, связанные с 
алгоритмами преобразования 1 2 ( 1)( , , )m m m Nm I I I    
на передающем конце линии связи и 

1 2 ( 1)( , , )m m m NI I I m   на приемном конце. В ней, а 
также в [1] и [2], представлены алгоритмы модуляции, 
используемые при формировании сигналов ПСАС, поз-
воляющие осуществлять передачу сообщений с задан-
ной удельной скоростью ,fR  а также алгоритмы их де-

модуляции. Показано, что алгоритмы их модуляции и 
оптимальной демодуляции имеют сложность (оценива-
емую числом операций, необходимых для формирова-
ния сигналов ( )mS t  на передаче, и определение номера 
m  принятого сигнала), увеличивающуюся линейно с 
увеличением размерности ПСАС. В [1] и [2], а также в 
этой работе получены результаты, на основании кото-
рых могут быть определены основные параметры 
ПСАС: ( )FT  – нормированная длительность сигналов и 

s  – отношение сигнал∕шум на входе демодулятора, 
при которых можно обеспечить требуемую надежность 
приема сообщений, зависящую от вероятности ошибки 
при их демодуляции. Применение оптимальных много-
мерных ПСАС позволяет создавать системы связи с 
наибольшей энергетической и спектральной эффектив-
ностью. 

Алгоритм преобразования номера сообщения в ин-
дексы модуляции ПСАС 

При рассмотрении вопросов передачи сообщений с 
помощью ПСАС ниже используется термин – индекс 
модуляции, связанный с номером сообщения, переда-
ваемого по каналу связи. По сути, при применении в 
системах связи двумерных сигналов QAM или APSK 
также осуществляется преобразованием номера пере-
даваемого сообщения в индексы модуляции. Для мно-
гомерных ПСАС это делается аналогично, но несколько 
более сложным способом, который описан ниже. Для 
пояснения сути термина «индекс модуляции», рассмот-
рим сперва вопросы, связанные с преобразованием 
номера передаваемого сообщения в индексы модуля-
ции на примере известных двумерных АС с QAM и 
APSK. Сигнальные точки ( sCT ) в этих АС расположены 
на двумерной плоскости [7].  

Для QAM каждая точка может быть задана двумя ко-
ординатами по оси ординат 1( )x  и оси абсцисс 2( ),x  
представляющих собой целые числа. Если, например, 
позиционность этого сигнала равна М = 25 = 5 х 5, то 1x  

и 2x  могут независимо принимать любые значения из 
ряда чисел -2, -1, 0, 1, 2. Можно сказать, что множество 

всех sCT  данного АС разбито на пять подмножеств в 

соответствии со значением координаты 1x  – первым 
индексом модуляции; в каждом таком подмножестве 
имеется по пять sCT , соответствующих значению коор-

динаты 2x  – второму индексу модуляции. Евклидово 

расстояние между ближайшими sCT  равно в данном 
случае 1.  

Для АС с APSK sCT  располагаются на нескольких 
окружностях, имеющих разные радиусы, причем на 
окружностях большего радиуса расположено большее 
количество sCT . Этот АС строится таким образом, чтобы 

расстояния между ближайшими ,sCT  расположенными 
на одной окружности, были бы равны 1, а между любы-
ми двумя ближайшими ,sCT  расположенными на разных 
окружностях, были бы равны или немного больше 1, 
причем номер окружности является первым индексом 
модуляции. В данном случае все множество sCT  может 

быть представлено как сумма подмножеств ,sCT  распо-

ложенных на одной и той же окружности, и номер sCT  
на каждой окружности является вторым индексом моду-
ляции.  

Рассмотрим процедуру определения индексов моду-
ляции для N -мерных ПСАС. При построении как самих 
АС, так и алгоритмов их модуляции и демодуляции 
необходимо знать основные их характеристики. Для АС 
с QAM и APSK такой характеристикой является пара-
метр М – позиционность АС, определяющая число воз-
можных сигналов, входящих в эти АС, а также удельную 
скорость передачи сообщений, равную 2 ( ).fR log М  
Этот параметр определяет в 2-мерном евклидовым про-
странстве также минимальное расстояние между ,sCT  
соответствующими разным сигналам [7].  

Для N -мерных ПСАС аналогом позиционности двумер-
ных сигналов является величина NM  – количество сигна-
лов в этом ансамбле, которое также связано, согласно ра-

боте Шеннона [4], с нормированным значением 1
ˆ ( )md   

минимального евклидова расстояния между разными ,sCT  

расположенными на поверхности N -мерной сферы. В [4] 
показано, что оценка величины NM  может быть вычис-
лена по следующей формуле: 

     
 1

/2 2
0

1 /2 2
0

2 sin θ
[ , / , ]

sin θ

N

N N

d
M int N N int

d



 

     
  






   


, 

1 2( , ) [ ] / ( )f NR N log M FT  � ,    (5) 

где    
1( 1) /2 /2

2
1

0

( 1)( , ) sin θ
( 1) / 2

N
NNN d

Г N

 


  


    (здесь 

( )Г x  – гамма-функция). Входящий в (5) параметр 1  
представляет собой телесный угол конусной зоны пра-
вильного приема (ЗП), в которой расположена каждая

,mCT  соответствующая сигналу ( )mS t  из ПСАС [4]. Как 
показано в [2], ошибки при приеме сигналов ПСАС про-
исходят в тех случаях, когда из-за действия шума  ( ( ))n t  
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сигнальная точка, соответствующая принятому сигналу 
( ) ( ) ( ),mW t S t n t   окажется за пределами ЗП. Отме-

тим, что из (5) следует [4], что  
10,5[ , 1]

1
( )ˆ ( ) 2 fR FT

md      .  (6) 
На рис. 1 представлен график зависимости 

1( , )fR N  от 1 ,(при 6FT   как показано в [6], вели-

чина удельной скорости от FT  практически не зависит). 

 
Рис. 1. Зависимость 1( , )fR N  от 1  

Формирование индексов модуляции для сигнала 
( )mS t  основано на разбиении всего множества sCT  

ПСАС на подмножества 1-го, 2-го, ... ( 2)N  -го порядка, 

которые обозначим 
1
,IA  

1 2 1 2 2, , , ,,,..., ,
NI I I I IA A
  определе-

нии количества содержащихся в них sCT  и в выборе 
процедуры нумерации всех сигнальных точек, принад-
лежащих ПСАС. При этом все ,sCT  у которых первый 

индекс модуляции равен 1,I  войдут в одно и тоже под-

множество 
1
.IA  Так как этот индекс, как показано в [1], 

может принимать значения 1 1 1 ,K I K    где 

1 1 2 1{arccos sin(0,5 ) / },[ ( )]K int R I   то полное множе-

ство сигналов ПСАС в N -мерном пространстве можно 
разбить на (2 1K +1) подмножеств

1
.IA  Геометрическим 

образом каждого из этих подмножеств может служить 
( 1)N  -мерная сфера, радиус которой равен 1 1( )R I   

1 1( ).cos I    На ее поверхности расположены все sCT  
с одним и тем же значением первого индекса модуля-
ции. Из (5) следует, что формулу для вычисления вели-
чины NM  можно также записать в следующем виде: 

1

1
1 1

, I

K

N N A
I K

M M


  ,  (7) 

где 
1, 1 1[ ( , 1) ( , 1)]

IN AM int N I N   �     – количество 

сигналов, которое содержит каждое из подмножеств
1
.IA  

Кроме того, так как величина 1 1( )R I  не зависит от знака 

индекса модуляции 1I , то в подмножествах 
1I

A  и 
1I

A  

имеется одинаковое количество sCT , т.е. справедливо 

равенство 
1 1, , .

I IN A N AM M


  Каждое из подмножеств 
1I

A  

при 1I const  в свою очередь может быть разбито на 

подмножества 2-го порядка – 
1 2, .I IA  В каждое из этих 

подмножеств входят sCT , у которых как первая, так и 
вторая евклидовы координаты имеют одно и тоже зна-
чение (т.е. у всех 

1 2s ,I ICT A  индексы модуляции 1I  и 

2I  одинаковы). Евклидовы координаты ,sCT  входящих в 

одну подгруппу
1
,IA  но в разные подгруппы 

1 2, ,I IA  имеют 

разные значения индексов 2I , т.е. отличаются значени-
ем второй координаты. Геометрическим образом каждо-
го из этих подмножеств может служить ( 2)N  -мер-ная 
сфера, радиус которой, как показано в [1], в соответ-
ствии с (1) равен 3 1 1 1 1 2 2( ) ( ).( , ) cos cosR I I I I    Для 
определения количества элементов, входящих в каждое 
из подмножеств 

1 2, ,I IA  можно использовать формулу  

2

1 1, 2
2 2

, , ,
I I I

K

N A N A
I K

M M


    (8) 

в которой 
1, 2, 2 2( , 1) / ( ,[ ]1)

I IN AM int N I N        – 

количество сигналов, которое содержит каждое из под-
множеств 

1 2, ,I IA  а 2 1 2 12arcsin[sin( / ( )].R I     Как 

видно, величина 
1, IN AM  зависит от индекса модуляции 

1I . Из (8) следует, что в данном случае выполняется 

соотношение 
1, 2 1, 2 1, 2 1, 2, , , , .

I I I I I I I IN A N A N A N AM M M M
   

   . В 

общем случае количество sCT  в каждом из подмножеств 

1, 2 ,.., ,
kI I IA  равное 

,..,1, 2, ,
I I IkN AM  зависит только от абсолют-

ных значений индексов модуляции kI . 

Важные особенности распределения sCT  по поверх-

ности N -мерной сферы в ПСАС являются следствием 
отмеченного в [8] общего принципа концентрации, со-
гласно которому при 1N   объем этой сферы сосредо-
точен в весьма малой окрестности ее границы, а подав-
ляющая часть ее площади сосредоточена в малой 
окрестности экватора. Из принципа концентрации следу-
ет, что подавляющая часть sCT  должна быть располо-

жена в окрестности экватора N -мерной сферы, по-
скольку оптимальные АС, позволяющие обеспечить вы-
сокую надежность передачи сообщений в гауссовых ка-
налах связи должны иметь, как показано в [4], а также в 
[2], большую нормированную длительность – ( )FT . Для 

таких sCT  абсолютные значения их индексов модуляции 

( 1... 1)kI k N   должны иметь небольшие значения, 

т.е. .k kI K  Значения ,kK  определяющие возможные 

границы изменения индексов модуляции sCT , принадле-
жащих ПСАС, определены в [1] и могут быть вычислены 
по формуле (4). Это обстоятельство позволяет упро-
стить алгоритмы формирования сигналов ПСАС и их 
демодуляции за счет того, что в ПСАС включаются толь-
ко те сигналы, расположенные в окрестности экватора 
N -мерной сферы, у которых индексы модуляции kI  

имеют сравнительно небольшие значения.  
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В табл. 1 приведены рассчитанные по формулам (7) 
и (8) данные, которые показывают, как изменяются ве-
личины 

1, IN AM  и 
1, 2, I IN AM  с изменением индексов моду-

ляции 1I  и 2 ,I  иллюстрирующие закономерности из-

менения количества sCT  в подмножествах 
1
.IA  и 

1 2,I IA  

с изменением индексов модуляции kI . Расчеты вы-

полнены для ПСАС, параметры которого указаны в пер-
вой строке табл. 1. Для него 1 = 13,8o, что позволяет 
передавать сообщения с удельной скоростью, равной 

fR = 6,08 бит∕сек∙Гц, если ( )FT = 30 ( 60),N   и fR   

= 6,1 бит∕сек∙Гц, если ( )FT = 60 ( 120).N   В этой же 

строке при двух значениях ( )FT = 30 и 60 указано коли-

чество sCT  в этих ансамблях. Во 2-м столбце приведе-

ны значения 1I  – первого индекса модуляции; в  

3-м столбце – 
1, IN AM  – количество sCT  в подмноже-

ствах 
1I

A  при ( )FT = 30 и 60 и разных значениях 1I ; в 

4-м столбце приведены значения 1

1

2 ,
,

( )
.

( )
I

I

N A
N A

log M
R

FT
  

Анализ этих данных показывает:  
1) при увеличении ( )FT  – нормированной длитель-

ности сигналов в два раза количество sCT  увеличива-

ется примерно по закону 
1 1

2
120, 60,( )

I IA AM M ;  

2) значения 
1, IN AR  практически не зависят от пара-

метра ( )FT ;  

3) при 1 =13,8о индекс 1I  может принимать 13 раз-

ных значений в интервале -6 1I  6, а из данных, при-
веденных в табл. 1, видно, что, например, в том случае, 
когда ( )FT  = 30 в ПСАС основное количество sCT  при-
надлежат всего трем подмножествам 1-го порядка, в 
которых имеется следующее число :sCT  

0160,  5,6 1054,
IAM

   

1 11 160, 60, 1 ,03 1054.
I IA AM M
 
    Об-

щее количество sCT  в этих подмножествах (вблизи эк-

ватора шара при 2( ) 60)N FT   равно 7,66∙1054. В 

подмножествах, соответствующих 1 2,I   количество 

sCT  весьма незначительно по сравнению с количеством 

sCT  в подмножествами 
1 0 ,IA   

1 1IA   и 
1 1IA   и их можно 

не включать в ПСАС, так как это практически не отразит-
ся на обеспечиваемой им удельной скорости передачи 
сообщений.  

В 4-м столбце приведены значения 2I  – второго 

индекса модуляции; в 5-м столбце – 
,1 2, I IN AM  – количе-

ство sCT  в подмножествах 
1 2,I IA  при ( )FT = 30 и разных 

значениях 1I  1 и 2; в 6-м столбце приведены значения 

,1 2

1

2 ,
,

( )
.

( )
I I

I

N A
N A

log M
R

FT
  Один из выводов, аналогичный 

тому, который был отмечен выше при обсуждении дан-
ных, приведенных в столбце 3, касающихся количества

sCT , входящих в соответствующие подмножества 2-го 

порядка при 1I  1 и 2, состоит в том, что подавляющая 

часть sCT  принадлежит всего трем таким подмноже-
ствам, соответствующим индексам модуляции, равным 

2I = 0 и 2I = 1.  

Формирование сигналов ПСАС связано с нумерацией 
их sCT  – присвоением каждой sCT  номера одного из 
сообщений, который может быть передан по каналу свя-
зи. Присвоение номеров sCT  может быть осуществлено, 
например, таким образом: меньшие номера следует 
присваивать тем sCT , которые относятся к индексам мо-
дуляции, имеющим, во-первых, отрицательные значе-
ния, а, во-вторых, имеющие большие абсолютные зна-
чения индексов модуляции. В рассматриваемом приме-
ре все sCT  оказываются разбиты на три группы: sCT , 

номера которых лежат в интервале 111 ,m    относят-

ся к первой группе, sCT с номерами 11 121 m     – ко 

второй, и sCT  с номерами 12 131 m     – к третьей 

(здесь границы номеров sCT , входящих в разные под-

группы 1-го порядка, равны 
1111 60, ,

IAM


  12N   

1 11 160, 60,I IA AM M
 

   и 
0 1 11 1 112 60, 60, 60, ).

I I IA A AM M M
  

    

Таким образом сравнение номера передаваемого сооб-
щения с границами номеров, которые могут иметь sCT , 

Таблица 1. Изменения количества sCT  в подмножествах 
1I

A  и 
1, 2I IA  с изменением индексов модуляции 1I  и 2I  

№ / 1 1φ = 13,8o 30 60 �M M 7,7∙1054∕1,7∙10110 - 30, 60, f fR R  6,08∕6,1 

2 1I  
1 160, 120,I IA AM / M  

1 160, 120,I IA AR / R  
2I  

1 11 2  �I I  

1, 2 1, 260, 60,/
I I I IA AM M  

1 11/ 2 �I I  

1, 2 1, 260, 60,I I I IA A/R R  

3 0 5,6∙1054∕1,6∙10110 6,06∕6,1 0 1,26∙1053∕7,1∙1050 5,96∕6,05 

4 1 1,03∙1054∕5,2∙10108 5,98∕6,02 1 2,4∙1052∕1,4∙1050 5,88∕5,97 

5 2 5,3∙1051∕1,1∙10104 5,72∕5,76 2 1,36∙1050∕7,6∙1047 5,6∕5,5,7 

6 3 3,6∙1047∕3,9∙1095 5,2∕5,3 3 1,1∙1046∕6,1∙1043 5,18∕5,2 
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принадлежащие каждому их трех подмножеств 1-го по-
рядка, позволяет определять первый индекс модуляции 
при передаче сигнала ( ).mS t  Аналогичным образом 
следует определять второй и последующие индексы 
модуляции для этого сигнала. 

Проиллюстрируем определение второго индекса 
модуляции для сигнала ( )mS t , используя данные таб-

лицы 1, приведенные для случая, когда ( )FT = 30. Рас-
смотрим случай, когда m  = 10,6∙1053. Изложенная выше 
процедура определения первого индекса модуляции 
для сигнала ( )mS t  дает 1I  = 1. В пятом столбце табл. 1 

приведены данные о количестве ,sCT  которые имеются 

в подмножествах 2-го порядка при 1I  = 1 и 2I  = 0…3. 

Как и в рассмотренном выше случае, относившимся к 
подмножествам 1-го порядка, из табл. 1 видно, что ос-
новное количество sCT  при 1I  = 1 содержатся в под-

множествах 2-го порядка при 2I  = 0 и 2I  = 1. При 

2 2,I   количество sCT  весьма незначительно и их 

можно не включать в ПСАС. В данном случае, границы 
номеров sCT , входящих в разные подмножествах 2-го 

порядка при 1 1I  определяются следующим образом 

1, 11 221 11 60, ,
I IAM
 

    
1, 1 1, 11 2 1 222 11 60, 60,I I I IA AM M
   

     и 

1, 1 1, 1 1, 01 2 1 2 1 223 11 60, 60, 60, .
I I I I I IA A AM M M
     

      Используя 

данные, приведенные в табл. 1, нетрудно видеть, что в 
рассматриваемом случае 22 2310,6 1053m      и, 
следовательно, второй индекс модуляции для сигнала 

( )mS t  равен 2I  = 0.  

Рассмотренный пример показывает, что для ПСАС, с 
помощью которого можно передавать сообщения с 
удельной скоростью передачи сообщений, равной

fR   6 бит∕сек∙Гц, индексы модуляции могут принимать, 
как отмечалось выше, 13 разных значений, однако, если 
в этот АС включать только те sCT , которые расположе-

ны в окрестности экватора N -мерной сферы, то для 
них индексы модуляции будут изменяться только в диа-
пазоне (-1…1), причем удельная скорость передачи со-
общений с помощью такого ПСАС практически не изме-
нится. Отметим, что расчеты, подобные приведенным 
выше, для ПСАС, который позволяет передавать сооб-
щения с удельной скоростью, равной 

fR   10 бит∕сек∙Гц, показывают, что для передачи сиг-

налов полного ПСАС, включающего все возможные sCT , 
требуется обеспечивать изменение индексов модуля-
ции в диапазоне (-25…25), тогда как при включении в 
ПСАС только тех sCT , которые расположены в окрест-
ности экватора N -мерной сферы, их индексы модуля-
ции будут изменяться только в диапазоне (-3…3).  

На рис. 2 показаны зависимости 1( , , )fI R FT   

01 1, ,/ )(
I IN A N AM M


  – количества sCT  в подмножестве 

1
,IA  где 1 1,I   относительно количества sCT  в под-

множестве, в котором первый индекс модуляции равен

1I  = 0. Эти зависимости построены для случаев, когда

fR  = 4, 6, 8 и 10 бит∕сек∙Гц и ( )FT  = 30 и 60.  

Анализ зависимостей на рис. 2 показывает, что в 
ПСАС при сравнительно низких удельных скоростях пе-
редачи сообщений ( fR  = 4 или 6 бит∕сек∙Гц) основное 

количество sCT  принадлежит всего трем подмноже-
ствам 1-го порядка, у которых первый индекс модуляции 
может быть равен 1I  = 0 или 1I  = 1. Этот вывод согла-

суется с данными табл. 1, которые обсуждались выше. 
Если удельные скорости передачи сообщений имеют 
достаточно высокое значение ( 8fR   или 10 бит∕сек∙Гц), 

то основное количество sCT  такого ПСАС может при-
надлежать большему числу подмножеств 1-го порядка, у 
которых первый индекс модуляции может быть равен

1I  = 0…3. Из зависимостей рис. 2 также видно, что с 

увеличением параметра ( )FT  – нормированной дли-
тельности сигналов ПСАС, количество подмножеств 1-го 
порядка, соответствующих определенным значениям 
индексов модуляции, уменьшается, т.е. с увеличением 
параметра ( )FT  степень концентрации sCT  у экватора 
многомерной сферы возрастает.  

 
Рис. 2. Зависимости 1( , , )fI R FT  от индекса модуляции 1I  

Например, из рис. 2 видно, что при 

fR  = 10 бит∕сек∙Гц и ( )FT  = 30 максимальное значение 

индекса модуляции у sCT  может быть равно 1I  = 3, 

тогда как при ( )FT  = 60 – 1I  = 2. Такая структурная 

особенность ПСАС следует из отмеченного в [8], а также 
в этом разделе, принципа концентрации sCT  в окрест-

ности поверхности N -мерного шара.   

Алгоритмы модуляции сигналов с ПСАС 

Описанную в предыдущем разделе процедуру фор-
мирования ПСАС можно представить в виде древовид-
ной диаграммы, показанной на рис. 3 и иллюстрирующей 
алгоритм определения индекса модуляции сигнала

( ),mS t  принадлежащего ПСАС и предназначенного для 
передачи сообщения с номером m . Эта диаграмма по-
добна диаграмме, иллюстрирующей процедуру форми-
рования сверточного кода [5, 7].  

На вход системы связи поступает информационная 
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последовательность цифр, представляющая номер .m  
Количество всех sCT , а также параметр fR  могут быть 

определены по формулам (4). Как пояснялось выше, 
полное множество всех sCT  из MN элементов, принад-
лежащих ПСАС, предназначенному для передачи со-
общений с удельной скоростью, равной ,fR  в который 

входят сигналы с известной нормированной скоростью, 
равной ( ),FT  разделяются на подмножества 1-го, 2-го и 
т.д. порядка. Подмножества 1-го порядка, каждое из 
которых соответствует определенному значению индек-
са модуляции 1I , обозначены на рис. 3 вписанными в 

прямоугольники буквами 
1I

А . Количество подмножеств 

любого порядка может быть определено по формуле 
(4), а количество sCT , которое входит в подмножество  

1-го, 2-го и т.д. порядка (
1, ,

IN AM
,1 2, I IN AM  и т.д.), можно 

найти по формулам (7) и (8). В предыдущем разделе 
было показано, что только в нескольких подмножествах

1
,IА  у которых модуль первого индекса модуляции 1I  

имеет сравнительно небольшое значение, содержится 
основная часть sCT  ПСАС.  

 
Рис. 3. Древовидная диаграмма ПСАС,  

иллюстрирующая алгоритм определения  
индексов модуляции для сообщения с номером m    

Учитывая сформулированные выше правила нуме-
рации sCT  в ПСАС, и количество sCT  в этих подмноже-

ствах, определяем границы значений номеров 11 ,  12 ,  

13  и т.д. номеров этих sCT . Далее, сравнивая номер 
передаваемого сообщения m  с указанными границами, 
находим подмножество 1-го порядка 

1
( ),IА  содержащее

mCT , соответствующую передаваемому сигналу ( ).mS t  
Первый индекс модуляции для этого сигнала равен ин-
дексу модуляции, который имеют все sCT , включенные 

в подмножество 
1I

А . Для определения второго индекса 

модуляции 2 ,I  осуществляем разделение этого под-
множества на подмножества 2-го порядка, как это пока-

зано на рис. 3, и определяем также, как было только что 
описано, количество 

,1 2,( )
I Is N ACT M  в каждом из этих 

подмножеств 
1 2,( ).I IA  Величины m

,1 2, I IN AM  позволяют 

определить границы 21 ,  22 ,  23  и т.д. номеров sCT , 

которые принадлежат подмножествам 
1 2, .I IA  Сравнение 

номера m  с этими границами позволяет определить то 
подмножество 2-го порядка, в котором находятся все 

sCT , имеющие первый и второй индексы модуляции, 

совпадающие с индексами модуляции сигнала ( ).mS t  
Последовательно выполняя описанные операции, опре-
деляем все (N-1) индексов модуляции при передаче лю-
бого сигнала из ПСАС. Количество операций, которые 
необходимо при этом выполнить при формировании 
передаваемого сигнала, пропорционально величине N, 
т.е. возрастает линейно с увеличение нормированной 
длины сигналов ПСАС.  

Выше был описан алгоритм работы блока формиро-
вания индексов модуляции (БФИМ), на вход которого 
поступает номер сообщения, которое с помощью сигна-
ла ( )mS t  с ПСАС должно быть передано по каналу свя-
зи. Этот блок входит в состав функциональная схемы 
модулятора сигналов ( ),mS t  показанной на рис. 4:   

 
Рис. 4. Функциональная схема модулятора ПСАС 

На вход БФИМ поступает последовательность чисел, 
определяющих номер передаваемого сообщения, а на 
его выходах последовательно появляются сформиро-
ванные в нем индексы модуляции 2 1kI   и 2kI  

( 1... 1)).k FT   Эти индексы являются информацион-
ными параметрами передаваемого сообщения и опре-
деляют сферические координаты ,( )k m k kI    сигнала

( ).mS t  В блоке формирования евклидовых координат 
(БФЕК) осуществляется преобразование сферических 
координат k  сигнала ( )mS t  в его евклидовы координа-

ты skx  и ckx  в соответствии с формулами (1). С выходов 
БФЕК эти параметры поступают на блок, представляю-
щий, по сути, модулятор сигналов QAM. В нем имеются 
два квадратурных канала, в каждом из которых есть пе-
ремножитель. На один из входов каждого перемножите-
ля от опорного генератора (ОГ) поступают гармониче-
ские напряжения 0( )sin t  и 0( )cos t , которые модули-

руются по амплитуде параметрами skx  и ckx  и затем 
складываются в сумматоре. Сигнал, сформированный 
на его выходе, поступает на вход передатчика (ПЕР-К), 
выполняющего функцию мощного усилителя. В резуль-
тате на выходе ПЕР-К формируется сигнал ( ),mS t  кото-
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рый передается по каналу связи. 
Целесообразно отметить, что в обычных системах с 

QAM модулятор не имеет памяти и модуляция по ам-
плитуде гармонических сигналов 0( )sin t  и 0( )cos t  
осуществляется последовательно и независимо ин-
формационными индексами, определяемыми номером 
передаваемого сообщений. При ПСАС информацион-
ные параметры skx  и ckx  могут быть записаны с помо-

щью формул )2 1 ,2 2 (2 1( ) sinsk k m k kx R I  


  и ckx   

2 ,2 1 2) .( sink m k kR I 


  Эти формулы показывают, что ве-

личины 2 1 ,2 2( )k m kR I 


 и 2 ,2 1( ),k m kR I 


 а также сфериче-

ские координаты mCT  зависят от ,2 1 2, 2 2( , , )m k kI I I I  


 

и ,2 1 2, 2 1( , , )m k kI I I I  


 – совокупности индексов моду-
ляции, стоящих в скобках. Из записи этих формул вид-
но, что модулятор ПСАС имеет память, так как евклидо-
вы координаты skx  и ,ckx  представляющие информа-
ционные параметры, передаваемые сигналами ПСАС, 
зависят от индексов модуляции, определяющих пара-
метры sjx  и cjx  при .j k  Это важное свойство много-
мерных поверхностно-сферических АС позволяет уве-
личить минимальное евклидового расстояния между 
разными сигналами ПСАС при увеличении его размер-
ности, определяемой нормированной длительностью 
этих сигналов, что позволяет повысить энергетическую 
эффективность систем связи по отношению к двумер-
ным АС и обеспечить высокую надежность приема со-
общений без использования ПК. 

Алгоритм демодуляции сигналов с ПСАС 

В [2] был выполнен анализ помехоустойчивости де-
модулятора сигналов ( )mS t  сигналов с ПСАС, в котором 
осуществляется оптимальная по критерию максималь-
ного правдоподобия оценка значений skx  и ckx  их ев-
клидовых координат. На рис. 5 показана функциональ-
ная схема такого демодулятора. На вход этого демоду-
лятора поступает сигнал ( ) ( ) ( ),mW t S t n t   где ( )n t  – 
гауссовский шум. В демодуляторе рис. 5 осуществляет-
ся не только оценка координат skx  и ckx  принимаемого 

сигнала ( ),mS t  но и преобразование их в оценки значе-
ний сферических координат этого сигнала. Каждая из 
оценок сферических координат зависит от индексов 
модуляции 2 1kI   и 2kI  и в демодуляторе принимаются 
решения о том, какие целые значения имеют эти индек-
сы у сигнала ( ).mS t  В результате полной обработки это-
го сигнала в демодуляторе осуществляется определе-
ние всех его индексов модуляции и преобразование их 
в номер принятого сообщения.   

Структура демодулятора сигналов с ПСАС подобна 
структуре демодулятора АС с QAM. Для наглядности на 
рис. 5 показаны результаты выполнения операций, ко-
торые осуществляются в разных блоках демодулятора. 
Модулированные по амплитуде информационными па-
раметрами ,2 1s kx   и ,2c kx  ЭОС – составляющие сигнала 

( )mS t  в (1), последовательно поступают на вход демо-

дулятора принимаемого сигнала ( ).W t  В демодуляторе 
сигналов с ПСАС, как и в демодуляторе АС с QAM, на 
входе установлены два синхронных детектора (СД). На 
опорные входы СД с выхода устройства синхронизации 
подаются гармонические сигналы 0( )sin t  и 0( ),cos t  с 
помощью которых осуществляется синхронное детекти-
рование сигнала ( ).W t  Как следует из (2), оценки значе-

ний евклидовых координат ,2 1s kx   и ,2c kx  сигнала ( )mS t  

имеют вид ,2 1 2 2 (2 1) (2 1)( )s k k k kx R sin I      и ,2 1с kx    

2 1 2 2( ).k k kR sin I   Эти оценки образуются на выходах 
интеграторов, подключенных к СД и осуществляющих 
интегрирование результатов синхронного детектирова-
ния на интервалах времени [( 1) , ].k T Tt T k k      

Оценки ,2 1s kx   и ,2c kx  поступают на входы блоков оценки 
индексов модуляции (БОИМ). Эти оценки определяются 
с учетом связи между значениями евклидовыми и сфе-
рическими координатами сигналов ПСАС следующим 
образом: 

   
,2 1

2 1 , 2 1
2 2

/ ,s k
k e k

k

x
I arcsin

R


 


  
   
   

  

,2 1
2 , 2

2 1

/ .c k
k e k

k

x
I arcsin
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  (9) 

 
Рис. 5. Синхронный демодулятор сигналов с ПСАС 

Отметим, что при определении первого индекса мо-

дуляции по формуле ,1
1, 1

0

/s
e

x
I arcsin

R
  

   
   

  следует 

учитывать, что, согласно (2), 0R  = 1, а параметр 1  – 
один из основных параметров ПСАС, известен заранее, 
так как он определяется удельной скоростью, которая 
должна быть обеспечена при применении этого ансам-
бля сигналов. Следует отметить, что из-за действия шу-
ма оценка 1,eI  отличается от целого числа, которому 
должен быть равен индекс модуляции. Эта оценка по-
ступает на вход решающего устройства (РУ). В РУ про-
изводиться сравнение оценки 1,eI  с порогами, опреде-
ляющими те целые значения, которые может принимать 
1-й индекс модуляции. В РУ определяется то целое зна-
чение индекса ( 1,dI ) сигнала ( ),mS t  для которого выпол-

няются условия 1, 1,| | 0e dI I  ,5, т.е. 1, 1,[ ].d eI int I  При-

нятое в РУ решение  о величине 1,dI  поступает  на  вход 
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блока оценки параметров (БОП) ПСАС, установленного 
в первом (синусном) квадратурном канале демодулято-
ра. Знание этих параметров 1 1, 1cos( )dR I   и 

1
2

1, 1

sin( / 2
2arcsin

cos( )dI
 

   
  





 необходимо для опреде-

ления оценки второго индекса модуляции 2,eI  принима-

емого сигнала ( )mS t .  

Эти параметры поступают на вход БОИМ, установ-
ленного во втором (косинусном) квадратурном канале 
демодулятора, и используются для оценки величины 

второго индекса модуляции ,1
2, 2

1

/ ,c
e

x
I arcsin

R
  

   
   

  

а также принятия в РУ решения о его целом значении 

2, 2,[ ].d eI int I  Значение этого индекса, как видно из 
рис. 5, передается в БОП второго канала, в котором  
в соответствии с (2) используется для определения  
параметров 2 1, 1 2, 2cos( )cos( )d dR I I     и 3 

1

2

sin( / 2
2arcsin .

R
 

  
 


 Эти параметры передаются в 

первый квадратурный канал демодулятора, в котором 
определяется третий индекс модуляции 3, .dI  Процесс 

оценки индексов модуляции ( 2 1),k eI   и 2 ,k eI  в соответ-
ствии с формулами (9) осуществляется рекуррентно и 
продолжается до тех пор, пока не будут определены все 
(N-1) индексов модуляции принимаемого сигнала ( ).mS t  

С выходов БОП все индексы модуляции ,k dI  поступают 

в блок памяти индексов модуляции (БПИМ) сигнала 
( ),mS t  из которого они подаются в блок формирования 

номера m  принимаемого сигнала (БФНС). Номер m  в 
виде цифровой информационной последовательности 
поступает на выход демодулятора и направляется по-
требителю.  

Операции формирования номера принимаемого сиг-
нала обратны тем, которые выполняются в БФИМ в мо-
дуляторе. В БФИМ индексы модуляции определялись 
путем последовательного определения подмножеств 

sCT  разного порядка и, следовательно, соответствую-
щих им индексов модуляции, входящих в ПСАС, к кото-
рым относится mCT  передаваемого сигнала. В БФНС 
множество принятых индексов модуляции позволяет 
последовательно уточнять границы целых чисел, в ко-
торых может находиться номер принятого сообщения, 
так как индексы модуляции определяют соответствую-
щие подмножества ,sCT  номера которых также, как и 

номер mCT  лежат в определенных границах. С увели-

чением номера k  принятого индекса модуляции ,k dI  

границы целых чисел, внутри которых лежит номер при-
нятого сообщения, сближаются и значение последнего 
принятого индекса модуляции ( 2 1),FT dI   позволяет опре-

делить точный номер принятого сообщения.  
В предыдущем разделе отмечалось, что последова-

тельный алгоритм определения индексов модуляции 
при ПСАС аналогичен алгоритму формирования кодо-

вой комбинации сверточного кода. Алгоритм оптималь-
ной демодуляции сигналов ПСАС в демодуляторе рис. 5 
аналогичен оптимальному последовательному декоди-
рованию сверточного кода с помощью алгоритма Витер-
би [5, 7]. Этот алгоритм позволяет обеспечивать высо-
кую надежность передачи сообщений и высокую ЭЭ и 
СЭ в системах связи, в которых используются ПСАС. 
Заключение 

В [1], [2] и в данной работе рассмотрены возможно-
сти создания систем связи для передачи сообщений в 
гауссовых каналах связи с высокой надежностью, а так-
же с высокой энергетической (ЭЭ) и спектральной (СЭ) 
эффективностью. Такая проблема была поставлена бо-
лее полувека тому назад в работах Шеннона. В [3] и [4] 
он показал, что оптимальным методом передачи сооб-
щений в таких системах является применение много-
мерных поверхностно-сферических ансамблей сигналов 
(ПСАС), разработал методы оценки надежности переда-
чи сообщений в таких системах и установил, как изменя-
ется надежность приема сообщений в зависимости от 
отношения сигнала∕помеха на входе демодулятора и 
нормированной длительности передаваемых по каналу 
связи сигналов. Шеннон также показал, что в состав 
ПСАС могут быть включены сигналы, представляющие 
собой отрезки конечной длительности гауссовского шу-
ма, и такой ансамбль сигналов с весьма большой веро-
ятностью окажется оптимальным.  

Свою фундаментальную работу [4] Шеннон назвал 
«Вероятность ошибки для оптимальных кодов в гауссо-
вом канале». Важно отметить, что это название не соот-
ветствует современной терминологии, согласно которой 
помехоустойчивые коды (ПК) представляют собой кодо-
вые комбинации (КК) – последовательности длины n 
цифровых символов, определенная часть которых (k) 
являются информационными, а часть – (n-k) провероч-
ными, связанными с информационными определенными 
соотношениями. Информационные символы могут при-
нимать произвольные целые q значения и, таким обра-
зом, с помощью КК по каналу связи можно передавать qk 
разных сообщений. В современных системах связи ПК 
нашли широкое применение, где для передачи их КК 
применяются, как правило, двумерные АС, такие, 
например, как QAM и APSK. Исследованные позднее в 
многочисленных работах вопросы построения систем 
связи с ПК, в том числе и тех, в которых применялись 
оригинальные сигнально-кодовые конструкции [5], в ра-
ботах Шеннона не затрагивались.  

Причиной, по которой многомерные ПСАС, исследо-
ванные в [4], до сего времени не нашли практического 
применения, несмотря на то что они позволяют достичь 
предельно возможных характеристик систем связи, яв-
ляется то, многомерные оптимальные ПСАС включают в 
себя громадное количество сигналов. Поэтому при при-
менении ПСАС, состоящих из случайно выбранных сиг-
налов (а именно такие ансамбли рассматривались в [4]), 
требуется выполнение громадного количества операций 
при демодуляции сигналов ПСАС по методу максималь-
ного правдоподобия. Возможности построения много-
мерных ПСАС, используя регулярные алгоритмы по-
строения псевдослучайных сигналов рассматривались  
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в [9], однако, практических методов построения ПСАС 
таким образом предложено не было. Таким образом, 
проблема создания систем связи с характеристиками, 
близкими к предельным, установленным Шенноном, 
остается актуальной и в настоящее время.  

Исследования, представленные в [6], [1], [2], и в 
данной работе являются развитием идей Шеннона [4], 
показавшего, что с помощью ПСАС, имеющих большую 
длительность, можно в принципе создать системы связи 
с высокой ЭЭ и СЭ без применения ПК. В указанных 
выше исследованиях предложен регулярный метод по-
строения ПСАС, позволяющих достичь тех характери-
стик систем связи, которые были определены в [4]. При 
этом количество операций, необходимых для формиро-
вания сигналов ПСАС в модуляторах, и при оптималь-
ном приеме этих сигналов в демодуляторах растет ли-
нейно с увеличением длительности применяемых в си-
стемах связи ПСАС. Поэтому сложность реализации 
таких систем оказывается сопоставимой со сложностью 
реализации систем связи, в которых для повышения 
надежности приема сообщений применяются ПК и дву-
мерные АС.  

В [6, 10, 11 и 12] выполнено сравнение характери-
стик (ЭЭ и СЭ) систем связи, в которых для передачи 
сообщений с высокой надежностью применяются ПСАС, 
и современных систем, использующих для этого дву-
мерные АС и ПК, а также сигнально-кодовые конструк-
ции. Результаты сравнения показали, что при примене-
нии ПСАС энергетический выигрыш в высокоскоростных 
системах связи может составить 2 и более дБ, спек-
тральная эффективность приближается к предельно 
возможной, а длительность сигналов, позволяющая 
достичь необходимой надежности приема сообщений, 
составляет от 1∕100 до 1∕10 от длительности КК или сиг-
нально-кодовых конструкций, используемых в системах 
связи с ПК.  

Таким образом, применение многомерных ПСАС 
позволяет существенно повысить характеристики си-
стем связи по сравнению с теми, в которых для переда-
чи сообщений используются двумерные АС, а для обес-
печения надежности их приема применяются помехо-
устойчивые коды. 
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