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Предложен и исследован модифицированный метод спектраль-
ного анализа кусочно-стационарных процессов с коррекцией оценок 
корреляционных матриц для учёта влияния изменяющейся мощности 
аддитивного шума. Целью работы является повышение вычисли-
тельной эффективности алгоритмов анализа и точности спек-
трального оценивания радиотехнических сигналов на фоне кусочно-
стационарных помех. На основе оценки оптимального значения кор-
ректирующей величины, основанной на оценке мощности шума Pn, 
предлагаемый метод даёт возможность уменьшить влияние неста-
ционарных помех и повысить точность спектральных оценок путём 
коррекции коэффициентов автокорреляции кусочно-стационарных 
случайных процессов. Сравниваются качественные показатели 
предлагаемого модифицированного метода спектрального анализа с 
обычным параметрическим методом авторегрессии. Эксперимен-
тальные исследования показали, что при использовании предложен-
ного подхода для спектрального оценивания при сопоставлении с 
известными авторегрессионными методами можно уменьшить в 
7,4…9 раз невязку между контрольным и оцениваемым спектрами. 
При проведении сравнительного анализа с обычной авторегрессион-
ной моделью снижение порядка p может достигать 2,5...3 раз при 
сохранении той же точности спектрального оценивания. Подтвер-
ждено, что для анализа спектра исследуемых узкополосных радио-
технических сигналов относительные отклонения ΔF оценки доми-
нантной частоты существенно (до 6 раз) уменьшаются путём ис-
пользования предлагаемого модифицированного метода по сравне-
нию с методом авторегрессии. Выигрыши достигаются путём ис-
пользования априорной информации о меняющейся во времени мощ-
ности аддитивного мешающего процесса. 
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Введение  

В связи с бурным развитием радиотехники, происхо-
дящим в последние десятилетия, радиотехническое 
устройства и системы находят широкое применение во 
многих прикладных областях. К ним можно отнести 
цифровую обработку сигналов, медицинскую неинва-
зивную диагностику, радиолокацию, инерциальную 
навигацию и многие другие. Все эти сферы характери-
зуются определёнными требованиями, предъявляемы-
ми к обработке данных, в частности необходимостью, в 
ряде случаев, параметрического спектрального анализа 
сигналов. Особый интерес представляют методы спек-
трального анализа, учитывающие факт изменения 
мощности шума во время наблюдения и основанные на 
методе авторегрессии (АР), использование которого 
целесообразно при наличии характерных для радиотех-
ники узкополосных по спектру компонент в сигналах [1]. 

AР-модели обычно используются для параметриче-
ского спектрального оценивания, поскольку они дают 
возможность учесть априорную информацию о форме  
и числе спектральных составляющих в сигналах, что 
позволяет в широком классе непрерывных процессов  
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во многих практических приложениях эффективно ап-
проксимировать спектр мощности радиотехнических 
сигналов. Это одна из основных причин, по которой  
АР-модели получили распространение в различных 
сферах, таких как моделирование речи [2, 3], медицин-
ская диагностика (анализ электроэнцефалограмм, кар-
диоинтервалограмм) [4, 5], а также в геофизике (сесмо-
графия, дистанционное зондирование Земли и пр.) [6]. 
Хотя АР-моделирование стационарных случайных про-
цессов хорошо известно, но ряд сигналов, встречаю-
щихся во многих радиотехнических приложениях, явля-
ются нестационарными. Данный факт обосновывает 
растущий интерес к анализу нестационарных сигналов с 
изменяющимся во времени параметрами, что приводит 
к необходимости коррекции АР-моделей, например при 
анализе речи из-за изменения параметров голосового 
тракта, а также при медицинской диагностике в силу 
вариаций показателей человеческого организма во 
время наблюдения, в частности при холтеровском мо-
ниторировании [7]. 

Как будет показано ниже, разработанный в данной 
статье алгоритм, основанный на оценивании оптималь-
ного значения корректирующей величины, базирующей-
ся на оценке мощности Pn шума, позволяет внести из-
менения в коэффициенты автокорреляции составного 
процесса и частично преодолеть деструктивное воздей-
ствие нестационарных шумовых помех на автокорреля-
ционные свойства анализируемого радиотехнического 
сигнала для повышения качества его спектрального 
оценивания, в частности АР методами [1, 8, 9]. 

Отметим, что путём учёта степени влияния аддитив-
ного шума на автокорреляционные свойства составного 
процесса, можно построить более точные оценки его 
спектральной плотности мощности (СПМ) и проанали-
зировать полученные результаты с использованием 
различных критериев качества спектрального оценива-
ния для уменьшения влияния нестационарных шумовых 
помех (ШП) на полезный сигнал. Например, для опре-
деления эффективности предлагаемого метода исполь-
зован критерий среднеквадратических отклонений по-
лученных спектральных оценок s  от контрольного спек-
тра c  [8, 10]. 

Теоретическая часть 

Предположение о стационарности было доминиру-
ющей основой для анализа многих реальных данных. 
Однако на практике временные ряды подвергаются из-
менениям во времени за счёт воздействия на них слу-
чайных помех, поэтому спектральный анализ нестацио-
нарных процессов с использованием известных мето-
дов, ориентированных на предположение о стационар-
ности, при изменяющихся во времени статистических 
свойствах радиотехнических сигналов, привит к грубой 
оценке их спектра. Нестационарные временные после-
довательности возникают во многих областях, таких как 
сейсмология, обработка речи, а также при технической 
диагностике, дистанционном зондировании и т.д. В про-
цессах, характерных для многих из этих областей, мож-
но выделить особые временные точки (моменты раз-
ладки) [11, 12, 13, 14], в которых модель локальной ста-

ционарности нарушается. Рассматрим проблему учёта 
факта разладки статистических свойств кусочно-
стационарного случайного процесса, а именно его раз-
новидности – составного процесса [10, 11, 15], который 
охарактеризуем локально-стационарными участками, 
находя моменты резких изменений в их статистических 
свойствах. 

Представим серию X из T наблюдений Xt в виде дис-
кретной последовательности X = [X0, X1, …, Xt, …, XT−1]T 
(T – знак транспонирования), представляющей собой 
реализацию кусочно-стационарного случайного процес-
са [10]: 
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где θ – заранее неизвестный, подлежащий оцениванию 
момент «разладки» – скачкообразного изменения пара-
метров мешающих воздействий; T – общее число вре-
менных отсчётов; (1) (1) (1) (1) (1) T

0 1 1[ , , ..., , ..., ] ,mX X X X X  

m = 0, 1, …,  − 1; (2) (2) (2) (2) (2) T
1 1[ , , ..., , ..., ] ,n TX X X X X  

n = ,  + 1, …, T − 1 – реализации двух различных по 
своим статистическим свойствам процессов (например, с 
аддитивными некоррелированными шумами со средне-
квадратическими отклонениями σ1 и σ2 соответственно). 

В дальнейшем предполагается, что в реализации 
(1)X  воздействия шумов невелики (σ1 << σ2), а статисти-

ческие свойства (1)X  характеризуются матрицей авто-

корреляции R1; последовательность (2)X  наблюдений 
сильно зашумлена и имеет автокорреляционную матри-
цу R2. Отметим, что матрицы R1, R2 являются эрмито-
выми и теплицевыми [1]. 

Поскольку последовательность (2)X  наблюдений 
подвержена влиянию сильных (σ1 << σ2) аддитивных шу-
мов, то для уменьшения их воздействия на автокорре-
ляционные свойства составного процесса предполагает-
ся, что скорректированная автокорреляционная матрица 

2R̂  2-го фрагмента (2)X  сигнала X имеет вид: 

2 2 n
ˆ ,P R R I  (2) 

где 2R̂  – (p + 1) × (p + 1)-мерная предлагаемая (скор-
ректированная) автокорреляционная квадратная матри-

ца 2-го фрагмента (2)X  сигнала, I – (p + 1)  (p + 1)-мер-

ная единичная матрица, Pn – корректирующая величина, 
основанная на оценке мощности аддитивного шума. 

Для уменьшения деструктивного воздействия неста-
ционарных шумовых помех на автокорреляционные 
свойства составного процесса оценим оптимальное зна-
чение Pn при заданном (известном) моменте разладки θ. 

Оптимизацию произведём по критерию минимума 
квадрата длины Ε (p+1)-мерного вектора ε невязки: 
Ε = εHε, (3) 

где H – знак комплексного сопряжения и транспонирова-
ния. 

Вектор ε невязки определятся как 
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1 2
ˆ ε R i R i , (4) 

где R1 – (p + 1) × (p + 1)-мерная автокорреляционная 
квадратная матрица 1-го фрагмента (1)X  сигнала X;  

i – (p + 1)-мерный крайний левый вектор-столбец еди-
ничной матрицы I. 

После подстановки из (2) значений в (4) получим вы-
ражение для вектора ε невязки: 

1 2 n( ) .P  ε R i R I i  (5) 
Выражение (5) описывают оптимизационную функ-

цию (3): 

n

H
n 1 2 n 1 2 n 0

E( ) [ ( ) ] [ ( ) ] min.
P

P P P


     R i R I i R i R I i  (6) 

Аналитическое решение 

После перемножения множителей в квадратных скоб-
ках в выражении (6) функция E(Pn) приобретает вид: 

H H
n 1 2

H
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Учитывая, что Ii = i, представим выражение (7) в 
следующем виде: 

H H H
n 1 2 n 1 2 nE( ) [( ) ( ) ][ ].P P P    R i R i i R i R i i  (8) 
Для определения оптимального значения Pn возьмем 

производную по этой величине от целевой функции (8): 
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Поскольку свёртка крайних левых векторов-столбцов 
i единичной матрицы I даёт единичный результат 
(iHi = 1), то выражение (9) принимает вид: 

H H
n n n 1 2dE( )/d 2 2( ) 2( ) .P P P  R i i R i i  (10) 

Приравняв (10) к нулю, получим оптимальное значе-
ние Pn: 

H H
n 2 1( ) ( ) .P  R i i R i i  (11) 

Взяв вторую производную по Pn от функции (10), по-
лучим: 
d2E(Pn)/d(Pn)2 = 2 > 0. (12) 

Согласно (12) знак второй производной строго поло-
жителен, т.е. найденное значение Pn в (11) является 
аргументом при глобальном минимуме квадратической 
целевой функции Ε(Pn) (6) [16]. 

Результаты статического моделирования 

Для иллюстрации результатов статистического мо-
делирования в работе были построены спектральные 
плотности мощности S(F) с помощью авторегрессион-
ных параметрических методов [1, 7, 8]. В качестве те-
стового сигнала были использованы зашумлённые гар-
монические колебания с единичной амплитудой и ис-
тинной относительной частотой F = 0,1 (см. рис. 1). 

Результаты оценки СПМ S(F) с помощью авторегрес-
сионных параметрических методов при порядке модели 
p = 5, числе T = 200 наблюдений, числе L = 2048 ча-
стотных отсчётов, среднеквадратических отклонениях 
σ1 = 10−3 и σ2 = 1 шума, моменте разладки θ = T/2 при-

ведены на рис. 1, причём S(F) – нормированная к своему 
максимальному значению спектральная плотность мощ-
ности в относительных единицах; F – относительная 
частота, числено равная отношению номера l текущего 
спектрального отсчёта к общему числу L спектральных 
отсчётов (F = l/L); сплошная тонкая кривая 1 – энергети-
ческий контрольный спектр, полученный с помощью АР-
модели 20-го порядка по исходному незашумлённому 
сигналу; сплошная жирная кривая 2 – СПМ, полученная 
на основе предложенного метода с помощью АР-модели 
(p = 5); штрихпунктирная линия 3 – СПМ, полученная с 
использованием обычной АР-модели того же порядка 
p = 5, полученной по всей последовательности X без 
коррекции её корреляционных свойств. 

 
Рис. 1. Оценки спектральных характеристик 

Из рис. 1 можно видеть, что качество оценивания 
СПМ у предлагаемой модифицированной модели лучше, 
чем традиционным параметрическим АР-методом в 
условиях воздействия на полезный гармонический сиг-
нал нестационарных по мощности аддитивных шумовых 
помех. 

Оценка эффективности 

С целью объективной оценки эффективности пред-
лагаемого подхода к спектральному анализу сигналов на 
фоне аддитивных нестационарных по мощности шумов 
используем критерий нормированного квадрата длины 
Εs вектора εs невязки между векторами отсчетов оценки 
СПМ: 
Εs=εs

Tεs/L, где s  ε c s  , (13) 
где c  – L-мерный вектор СПМ контрольной модели, в 
качестве которой использован энергетический спектр, 
полученный с помощью АР-модели большого (p = 20) 
порядка по незашумлённому сигналу; s  – L-мерный век-
тор СПМ, полученный соответствующими (известным и 
предлагаемым) АР-методами. 

Результаты сравнения адекватности спектрального 
оценивания с использованием различных авторегресси-
онных подходов при вариации порядков p АР-моделей 
приведены в табл. 1. 

При формировании зависимости величины Εs от по-
рядка p моделей, приведенных в табл. 1, принято: 
T = 200, L = 2048, σ1 = 10−3, σ2 = 1, θ = T/2. Компьютерные 
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эксперименты, результаты которых сведены в табл. 1, 
показали, что нормированные квадраты длин Εs векто-
ров εs невязки для оценки СПМ процесса предложен-
ным подходом в широком диапазоне изменений порядка 
p имеют меньшие значения и, следовательно, более 
высокое качество спектрального оценивания по сравне-
нию с известным авторегрессионным методом. Так, 
например, при p = 6 использование предложенного под-
хода обеспечивает выигрыши по критерию (13) в оценке 
спектра до 8 раз по сравнению с обычным АР-методом. 
При достижении той же эффективности Εs, что и у 
обычной АР-модели, предложенный алгоритм спек-
трального оценивания даёт возможность снизить поря-
док p в 3 раза при сохранении качества спектральных 
оценок. Например, при Εs = 2,603∙10−3 предложенная 
методика допускает использование порядка p = 6, а для 
обеспечения той же адекватности Εs спектрального 
оценивания с помощью обычной АР-модели необходим 
её порядок p = 18. 

Таблица 1. Качество спектрального оценивания 

АР-модели 
p Обычная Предлагаемая 

2 0,227 0,033 
4 0,047 0,027 
6 0,021 2,603∙10−3 
8 0,018 2,412∙10−3 

10 8,1∙10−3 2,367∙10−3 
Проанализируем влияние длины T временной вы-

борки моделей на качество спектрального оценивания 
(см. табл. 2). При формировании зависимости величины 
Εs от длины T временной выборки, приведенной в 
табл. 2, принято p = 4, L = 2048, σ1 = 10−3, σ2 = 10−0,2, 
θ = T/2. 

Таблица 2. Качество спектрального оценивания 

АР-модели 
Длина Т 
выборки X 

Обычная Предлагаемая 

200 0,061 0,014 
300 0,024 2,654∙10−3 
400 0,017 2,185∙10−3 

На основании анализа полученных эксперименталь-
ных данных (см. табл. 2) предлагаемый метод спек-
трального оценивания имеет более высокое качество 
оценок СПМ, чем обычная АР-модель. Так, например 
при T = 300 путём использования предлагаемого подхо-
да выигрыши по критерию (13) в оценке спектра дости-
гают 9 раз по сравнению с обычным АР-методом при 
одинаковых порядках p. 

Рассмотрим в качестве иного критерия эффективно-
сти относительные отклонения ΔF оцененных относи-
тельных доминантных частот F от истинной относи-
тельной частоты F гармонического полезного сигнала: 

ˆ
100%.

F F
F

F


    (14) 

Приведём полученные значения F измеренных от-
носительных доминантных частот для предлагаемого 
метода – Fп = 0,1 (см. жирную сплошную линию 2 на 
рис. 1), а также полученные для сравнения с предлага-

емым методом спектрального анализа значения, оце-
ненные обычным АР-методом – Fa = 0,102 (см. штрих-
пунктирную линию 3 на рис. 1). При величине истинной 
относительной частоты F = 0,1 (см. тонкую сплошную 
линию 1 на рис. 1) получим, что относительная ошибка 
ΔF, рассчитанная по выражению (14), составляет для 
предлагаемого метода ΔFп = 0 %, а для обычного авто-
регрессионного метода ΔFa = 2 % при одинаковых по-
рядках p = 5 моделей. 

Проведенный сравнительный анализ методик спек-
трального оценивания показал, что величины ΔF суще-
ственно (до 6 раз) уменьшаются путём использования 
предлагаемого метода по сравнению с обычным АР-под-
ходом. 

Проанализируем влияние порядка p моделей на от-
носительные отклонения ΔF с использованием различ-
ных методов (см. табл. 3). При формировании зависимо-
стей, приведенных в табл. 3, относительных отклонений 
ΔF от порядка p моделей принято T = 300, L = 2048, 
σ1 = 10−3, σ2 = 1, θ = T/2 и F = 0,1. 

Таблица 3. Качество спектрального оценивания 

АР-модели 
p Обычная Предлагаемая 

2 100 12 
4 100 0,5 
6 6,4 0 
8 4,5 0 

10 0,5 0 
При проведении сравнительного анализа и оценки 

эффективности по критерию (14) предлагаемой методи-
ки с обычной АР-моделью (см. табл. 3) можно сделать 
вывод о том, что имеется возможность снизить порядок 
p до 2,5 раз при сохранении той же точности спектраль-
ного оценивания. Например, при ΔF < 10 % предлагае-
мая методика позволяет использовать порядок p = 4, а 
для обеспечения той же адекватности (ΔF < 10 %) спек-
трального оценивания с помощью обычной АР-модели 
необходим её порядок p = 10. Двукратное снижение по-
рядка существенно снижает вычислительные затраты на 
реализацию алгоритмов спектрального оценивания. Вы-
игрыши в вычислительных затратах при использовании 
для обращения автокорреляционных матриц при реше-
нии уравнения Юла – Уолкера быстрыми рекуррентными 
процедурами Левинсона – Дербина [1] достигают 5-ти 
раз при снижении порядка p с 5-го до 2-го или 3-го, а при 
использовании для обращения автокорреляционных 
матриц метода исключения Гаусса выигрыши составят 
величину до 10 раз. 

Заключение 

Таким образом, рассмотрен и исследован метод 
спектрального анализа кусочно-стационарных радиотех-
нических сигналов с коррекцией оценок их автокорреля-
ционных матриц для учёта влияния изменяющейся в 
ходе наблюдения мощности аддитивного шума. Факти-
чески, анализируемый сигнал является составным. Одна 
из его частей (в статье условно принята первая полови-
на X(1) отсчётов вектора X) характеризуется малыми 
зашумлениями (среднеквадратическое отклонение 
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σ1 = 10−3 при единичной амплитуде полезного гармони-
ческого сигнала) и матрицей автокорреляции R1, а вто-
рая часть исследуемого сигнала подвержена влиянию 
сильных (среднеквадратическое отклонение σ2 > 10−0,2) 
аддитивных некоррелированных шумов и описывается 
автокорреляционной матрицей R2 соответственно, при 
этом амплитуда неискажённого гармонического полез-
ного сигнала принята единичной. Эффективность пред-
ложенной методики спектрального анализа нестацио-
нарного с точки зрения мощности аддитивного шума 
полезного гармонического сигнала доказана экспери-
ментально путём компьютерного моделирования. При 
этом, эксперименты показали, что величины относи-
тельной длины Εs вектора εs невязки между контроль-
ным c  и модельным s  спектрами существенно (от 7,4 
до 9 раз) уменьшаются по сравнению с известным ав-
торегрессионным методом за счёт использования пред-
ложенного подхода при спектральном оценивании. 
Предлагаемый метод дает возможность сократить по-
рядок р модели в 2,5…3 раза при сохранении той же 
эффективности по критерию (13), которая достигается 
обычным АР-методом. Проведенный сравнительный 
анализ методик спектрального оценивания показал, что 
величины ΔF существенно (до 6 раз) уменьшаются пу-
тём использования предлагаемого метода по сравне-
нию с обычным АР подходом по критерию (14) при со-
хранении одинаковых порядков p моделей. Предлагае-
мая методика спектрального оценивания может быть 
эффективно использована для анализа радиотехниче-
ских сигналов в различных прикладных областях, для 
которых характерно резкое изменение уровня аддитив-
ных шумов в ходе наблюдения, что делает анализируе-
мый процесс составным. Выигрыши достигаются за счёт 
учёта факта резкого изменения мощности аддитивного 
шума в процессе наблюдения радиотехнического про-
цесса, выборки которого подвергаются спектральному 
анализу. 
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