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Для создания моделей обработки сигнала в антенных решетках 
необходимо иметь возможность задерживать сигнал на произволь-
ную величину, в том числе не кратную периоду дискретизации сиг-
нала. Данная задача может быть решена с помощью КИХ фильтров 
с дробной задержкой. В статье приведен способ синтеза КИХ 
фильтров с дробной задержкой на основе оконных функций. Разра-
ботана модель для оценки величины ошибки ЧХ синтезированных 
фильтров с целью их сравнения. Показано, что с применением 
оконных функций могут быть получены результаты, близкие к 
оптимальным. 
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Введение 

Для разработки адаптивных алгоритмов про-
странственной фильтрации сигналов использу-
ется компьютерное моделирование. Одной из 
задач моделирования является имитация сигнала на 
выходе антенных элементов антенной решетки. Для 
этого требуется иметь возможность задерживать сигнал 
на произвольную задержку, как правило, не кратную 
частоте дискретизации сигнала. Если требуемая за-
держка не кратна частоте дискретизации сигнала, то 
будем называть её дробной. 

Существуют различные способы задержки сигнала 
на дробную величину задержки. Вот некоторые из них: 

Повышение частоты дискретизации сигнала, его за-
держка на целое число тактов на повышенной частоте и 
понижение частоты дискретизации до начального уров-
ня. Основным недостатком данного способа является 
возможность задавать только кратные периоду повы-
шенной частоты дискретизации задержки, повышенные 
требования к вычислительным ресурсам и, как след-
ствие, низкая скорость моделирования. 

Фильтр Фарроу на основе полиномиальной интерпо-
ляции сигнала. Использование метода приводит к нели-
нейным искажениям, что в ряде случаев является су-
щественным недостатком. 

Третий способ заключается в использовании КИХ-
фильтров с дробной задержкой. В этом методе требует-
ся синтезировать КИХ фильтр с постоянной АЧХ и ли-
нейной ФЧХ (т.е. с постоянной ГВЗ) в требуемой полосе 
частот. 

Для задач моделирования прохождения сигнала че-
рез антенные решетки наилучшим образом подходит 

применение КИХ-фильтров с дробной задержкой. Такие 
фильтры позволяют задать любую произвольную за-
держку, не вносят нелинейные искажения, менее требо-
вательны к вычислительным ресурсам, чем задержка 
сигнала на повышенной частоте дискретизации. 

В статье [1] приведён способ расчета оптимальных 
коэффициентов КИХ фильтра с дробной задержкой по 
критерию минимума среднего квадрата ошибки: 
hопт = R-1s, (1) 
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где Rk,j – элементы матрицы R и sk – элементы вектора s 
формулы (1), λ = 2πf / fs – нормированная частота в диа-
пазоне [0; π], f – верхняя частота полосы пропускания 
фильтра, fs – частота дискретизации, τ – требуемая за-
держка, не кратная частоте дискретизации. Матрица R 
имеет размер N×N элементов, а вектор-столбец s состо-
ит из N строк, где N – порядок КИХ-фильтра. Рекоменду-
ется выбирать задержку τ таким образом, чтобы она от-
личалась от величины Ts(N–1)/2 не более, чем на поло-
вину такта (Ts = 1/fs – период дискретизации сигнала). 

Применение оптимального решения (1) имеет высо-
кую вычислительную сложность, особенно для больших 
порядков КИХ фильтров (десятки, сотни и более коэф-
фициентов). В то же время, синтез КИХ-фильтра мето-
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дом оконного взвешивания лишен данного недостатка. 
Проведем исследование характеристик КИХ-фильтров, 
синтезируемых двумя различными методами: опти-
мальным и методом оконного взвешивания. 

Постановка задачи 

Задержка сигнала может быть представлена суммой 
целой и дробной части: 
τ = n + τr, (4) 
где n – целая часть задержки; |τr| ≤ 0,5 – дробная часть 
задержки. Обе величины выражены в тактах частоты 
дискретизации. 

Для получения частотных характеристик, наиболее 
близких к идеальным, задержка в КИХ-фильтре с дроб-
ной задержкой должна удовлетворяет условию: 
( -1) ( -1)-0,5 0,5,

2 2ф
N N

     (5) 

где N – порядок фильтра, нечетное целое число; τф – 
задержка сигнала в фильтре, выраженная в тактах. 
Следовательно, полная задержка в КИХ фильтре с 
дробной задержкой определяется выражением: 

.( 1)
2ф r

N 
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Совсем не обязательно, чтобы задержки τ и τф были 
равны. Если τф ≤ τ, то можно дополнительно задержать 
входной сигнал на целое число тактов. В обратном слу-
чае, когда τф > τ, излишнюю задержку можно компенси-
ровать дополнительной задержкой в других местах ал-
горитма обработки сигнала. 

Отклонение АЧХ и ГВЗ от идеальных значений будут 
максимальны для максимально возможной дробной 
задержки τr = 0,5. По этой причине расчет коэффициен-
тов КИХ-фильтра с дробной задержкой везде далее 
будет проводиться для τr = 0,5. 

Проведем сравнение точности воспроизведения 
дробной задержки оптимальным КИХ-фильтром и 
фильтрами, синтезированными с применением оконных 
функций. 

Весовая функция оптимального КИХ-фильтра  
с дробной задержкой 

В работах [2, 3] приводится формула для расчета ко-
эффициентов идеального фильтра с дробной задержкой: 

( ) sin ( ),идh n c n    (7) 
где n – целое число, соответствующее индексу коэф-
фициента идеального фильтра. Идеальный фильтр с 
дробной задержкой является нереализуемым, так как 
содержит бесконечное число коэффициентов, в том 
числе с отрицательными индексами. 

Для известных коэффициентов идеального и опти-
мального КИХ-фильтров с дробной задержкой опреде-
лим оконную функцию wопт(n): 

( )
( ) ,

( )
пот

пот
ид

h n
w n

h n
  (8) 

где n – индекс коэффициента, удовлетворяющий усло-
вию 0 ≤ n < N. Для оптимального КИХ фильтра 21 по-

рядка с задержкой 10,5 такта и λ = 2π·0,4 весовая функ-
ция представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1.  Оптимальная весовая функция  

для N = 21, τ = 10,5, λ = 2π·0,4 

Известные весовые функции для КИХ фильтра  
с дробной задержкой 

Из известных весовых функций наиболее близкими по 
форме к оптимальной являются три весовые функции: это 
весовые функции Кайзера, Дольф-Чебышева и Гаусса. 

 
Рис. 2.  Отношение разных весовых функций к оптимальной  

На рис. 2 приведены графики отношения каждой из 
трех оконных функций к оптимальной. Указанные зна-
чения параметров оконных функций соответствуют ми-
нимуму суммы квадратов отклонений выбранного окна 
от оптимального: 
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где err – минимизируемая ошибка, wопт i – коэффициен-
ты оптимального весового окна (8), wi – коэффициенты 
одного из выбранных весовых окон. 

В работе [4] предлагается использовать окно Ханна 
для расчета коэффициентов КИХ-фильтра с дробной 
задержкой. В этой же работе предлагается смещать 
оконную функцию на величину дробной части задержки, 
в результате получаем формулу: 

c( ) 2, , (1 ) os
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где C = 0,5, n = 0, 1, …, (N-1), [∙]цч – оператор взятия це-
лой части, τw – величина смещения окна, равная дроб-
ной части задержки. 
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Рис. 3. Ошибка по АЧХ и ГВЗ для рассчитанного КИХ фильтра  

с использованием смещенного (τw = 0,5) и не смещенного (τw = 0,0) окна Ханна 

На рис. 3 приведена величина ошибки АЧХ и ГВЗ 
для рассчитанного КИХ-фильтра с дробной задержкой с 
применением не смещенного (τw = 0,0) и смещенного 
(τw = 0,5) окна Ханна. Смещение окна позволяет суще-
ственно уменьшить отклонение частотной характери-
стики полученного КИХ-фильтра от желаемой формы. 
Также необходимо отметить, что применение окна Хан-
на (10) с C = 0,5 для дробной части задержки τr = 0,5 
дает идеально ровную ГВЗ с нулевой ошибкой. Для дру-
гих значений задержки τr: и параметра C ГВЗ отклоня-
ется от желаемой формы и ошибка становится ненуле-
вой. Меняя параметр окна C можно уменьшать ошибку 
по АЧХ, но при этом будет увеличиваться ошибка по 
ГВЗ, из чего следует, что должно существовать некото-
рое оптимальное значение параметра C, при котором 
задержанный в таком фильтре сигнал будет минималь-
но отличаться от реального случая (т.е. получит мини-
мальные частотные искажения). 

Получив существенное улучшение характеристик 
КИХ-фильтра путем простого внесения дробной части 
задержки в оконную функцию Ханна, были соответ-
ствующим образом изменены три другие оконные функ-
ции. Приведем формулы для смещенных окон Гаусса, 
Кайзера и Дольф-Чебышева соответственно: 
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Для получения наилучших результатов для окна Хан-
на необходимо брать коэффициенты с индексами с 0 по 
N-1, а в формулах (11) –(13) с индексами 1 по N. Подоб-
ный вывод был сделан при сравнении формы окон (11) –
(13) с оптимальным окном. Кроме того, действительного 
коэффициента с нулевым индексом при τr > 0 для окна 
Кайзера не существует, так как подкоренное выражение 
становится меньше нуля. Введение смещения окна на 
величину дробной части задержки приводит к сильному 
уменьшению ошибки по АЧХ для всех окон, кроме окна 
Дольф-Чебышева (рис. 4). На окно Дольф-Чебышева 
подобная модификация тоже оказывает положительное 
влияние, но в меньшей степени. 

Сравнение частотных характеристик КИХ фильтров 
с разными параметрами окон не позволяет понять, ка-
кой из фильтров дает наилучшие результаты. В связи с 
этим была построена модель, описание и результаты 
работы которой приведены далее. 

 

 
Рис. 4.  Ошибка по АЧХ и ГВЗ  

для рассчитанного КИХ фильтра с дробной задержкой  
с использованием разных окон 
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Моделирование 
Целью моделирования является определение весо-

вой функции, наилучшим образом воспроизводящей 
требуемый КИХ-фильтр с дробной задержкой. 

Во время моделирования полоса пропускания филь-
тров задавалась равной 2 0, 4.    

Для выполнения моделирования сформируем сиг-
нал, представляющий собой нормальный белый шум, 
пропущенный через ограничивающий ФНЧ, созданный 
на основе КИХ-фильтра со следующими параметрами: 
2001 порядок, полоса среза 0,4, окно Кайзера, β = 22. 
Такой ФНЧ обладает очень крутым срезом и плоской 
АЧХ во всей полосе пропускания. 

Для получения «эталонного» задержанного сигнала 
рассчитаем оптимальный КИХ фильтр с дробной за-
держкой 201 порядка. Отклонение по АЧХ и ГВЗ полу-
ченного фильтра и, для сравнения, рассчитанного ра-
нее оптимального фильтра 21 порядка приведены на 
рис. 5. Как следует из расчетов, полученные АЧХ и ФЧХ 
для фильтра 201 порядка совпадают с идеальными с 
погрешностью, не превышающей цену младшего разря-
да чисел с плавающей точкой с двойной точностью 

(8 байт double). 
В качестве меры ошибки выбрана сумма квадратов 

разностей всех выборок эталонного и исследуемого 
сигналов. Структурная схема модели приведена на 
рис. 6. Оптимальный КИХ-фильтр 201 порядка форми-
рует эталонный задержанный сигнал, с которым будет 
сравниваться сигнал исследуемого фильтра. В роли 
исследуемого фильтра выступали: оптимальный КИХ-
фильтра 21 порядка (для получения оценки минимально 
возможной ошибки), а также четыре КИХ-фильтра, син-
тезированные с применением описанных выше оконных 
функций. Так как фильтры разного порядка имеют раз-
личную задержку (разница в целое число тактов), то 
перед вычитанием сигнал нижнего фильтра дополни-
тельно задерживался на необходимое число тактов. 

Результаты моделирования сведены в табл. 1. Для 
каждой модели формировался КИХ-фильтр с дробной 
задержкой, равной τr = 0,5. Для каждой оконной функции 
моделирование проводилось для четырех сочетаний:  
с двумя разными параметрами окна и для смещенного  
и несмещенного окна. Параметр окна из верхних строк 
был подобран  по  формуле  (9)  (кроме окна Ханна, для 

 
Рис. 5. Отклонение АЧХ (слева) и ГВЗ (справа) от идеальных значений для оптимальных КИХ с порядками 21 и 201 

 
Рис. 6.  Структурная схема модели 

Таблица 1. Результаты моделирования величины ошибки формирования сигнала  
для КИХ с дробной задержкой τr = 0,5 

Вид фильтра Параметр 
окна 

Величина ошибки, 10-3ед. 
Несмещенное окно Смещенное окно на τw = 0,5 

Оптимальный, 21 порядок - - 0,22 

Весовое окно Кайзера  7,424 7,14 0,40 
 7,400 7,12 0,40 

Весовое окно Дольф-Чебышева 70,795 7,32 7,22 
45,500 5,25 5,17 

Весовое окно Гаусса  0,174 8,18 2,04 
 0,180 7,79 1,99 

Весовое окно Ханна 0,500 5,77 1,99 
0,520 5,35 1,48 
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него значение параметра C было выбрано в соответст- 
вии со статьей [5]), а из нижней строки подобран вруч-
ную так, чтобы обеспечить минимум ошибки на выходе 
модели. Как следует из результатов моделирования, 
эти величины, как правило, незначительно отличаются. 
Оценки получены путем усреднения по нескольким де-
сяткам запусков каждой модели, при каждом запуске 
формировалось 106 выборок. 

Как видно из результатов, наиболее близкие к опти-
мальным коэффициенты позволяет получить окно Кай-
зера со смещением, равным величине дробной задерж-
ки. При дробной задержке τr = 0,5 ошибка для КИХ с ок-
ном Кайзера дает примерно в два раза большую погреш-
ность, чем оптимальный фильтр того же порядка. В каче-
стве альтернативы окну Кайзера можно использовать 
более простое в вычислительном плане окно Ханна с 
параметром C = 0,52, в этом случае проигрыш по вели-
чине ошибки увеличится приблизительно в семь раз. 
Заключение 

В статье рассмотрены вопросы синтеза КИХ-
фильтров с дробной задержкой на основе оконных 
функций. Приведено описание модели и методика, с 
помощью которой можно сравнивать результаты синте-
за КИХ-фильтров разными методами. Показано, что 
наиболее близкие к оптимальным коэффициенты поз-
воляет получить смещенное окно Кайзера (12), умно-
женное на коэффициенты идеального КИХ-фильтра с 
дробной задержкой (7): 

( )  ( 1, , ),
2K r K r

цч

Nh n sinc n w n
             

 (15) 

где τr – дробная часть задержки τ, выраженная в тактах 
частоты дискретизации, β = 7,12 для нормированной 
полосы пропускания 0,4, n = 0, 1, …, (N-1), N – порядок 
фильтра. 

Исследование выполнено в рамках государствен-
ного задания ФГАОУ ВО Сибирский федеральный уни-
верситет (номер FSRZ-2023-0008). 
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